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En la presente tesis de Maestr´ıa se presenta la problema´tica de la juntura de te´tradas
en teor´ıas f(T ). Para delinear el camino hacia su entendimiento, se presenta una des-
cripcio´n de las condiciones de juntura en Relatividad General, junto a dos ejemplos
en donde e´stas fueron aplicadas. Luego se describe el Equivalente Teleparalelo de la
Relatividad General, que sera´ el punto de partida para las teor´ıas de gravedad modifi-
cada f(T ). Estas teor´ıas tienen como particularidad que no son invariantes locales de
Lorentz, sin embargo existe un subgrupo de transformaciones que s´ı dejan invariantes
a las ecuaciones dina´micas. En este trabajo se realiza una descripcio´n del as´ı llamado
grupo remanente, junto a su rol fundamental para juntura de soluciones en las teor´ıas
f(T ). En el u´ltimo cap´ıtulo se presentan dos ejemplos donde se logro´ hacer un correcto




The problem of tetrads junction in f(T ) theories is studied. The description of junction
conditions in General Relativity is explained in detail and applied in two descriptive
examples. Also, as the Teleparalel Equivalent of General Relativity is the starting point
to develop f(T ) gravitational modified theories, it is fully described. What is peculiar
of f(T ) theories is that local Lorentz Invariance is lost as a symmetry. However, there
is still a subgroup which preserves the dynamical equations. In the text there is a
description of what is called the remnant group and its role while solving the problem
of junction. In the last chapter two examples of global solutions for f(T ) theories are






Desde las leyes de la meca´nica puntual escritas por Newton en el siglo XVII, la
descripcio´n de las leyes de la naturaleza consiste en ecuaciones diferenciales. Dado que
estas ecuaciones son deterministas, existen casos donde basta dar condiciones iniciales
para conocer completamente la evolucio´n del sistema. En otros casos, por ejemplo el
electromagnetismo, uno debe imponer, adema´s, condiciones de contorno para conocer
la solucio´n en todo el espacio. En el contexto de las ecuaciones de Maxwell, las con-
diciones sera´n las de Neumann para el campo ele´ctrico y Dirichlet para el potencial
electrosta´tico. Es as´ı como el conjunto de ecuaciones diferenciales y las condiciones de
contorno es lo que identifica a una teor´ıa f´ısica.
La teor´ıa de la Relatividad General de Einstein (RG), cuyos fundamentos se des-
criben brevemente en el Cap´ıtulo 2, no pod´ıa ser excepcio´n a esta fuerte afirmacio´n.
A pesar de que han pasado ma´s de 100 an˜os desde su concepcio´n en 1915, todav´ıa se
estudia lo que hoy se llama formulacio´n de valores iniciales, que consiste en la descrip-
cio´n de la evolucio´n del espacio-tiempo dado un conjunto de condiciones iniciales. La
razo´n por la cual la problema´tica sigue abierta, es consecuencia de que las ecuaciones de
campo son no lineales. Y luego, demostrar unicidad de las soluciones resulta dificultoso
en casos generales. Asimismo, la formulacio´n de valores iniciales s´ı esta´ bien definida,
por ejemplo, tomando como hipo´tesis que el espacio sea globalmente hiperbo´lico, lo
cual resulta ser una condicio´n muy fuerte sobre la geometr´ıa.
En RG, un problema asociado a la formulacio´n de valores iniciales, es la deter-
minacio´n de las condiciones de contorno o frontera para la me´trica al forzar junturas
de soluciones con distintas simetr´ıas. Estas condiciones fueron expuestas por Israel en
1966 [1], y las mismas son introducidas en este trabajo en la seccio´n (2.3). El logro
conceptual de estas condiciones es manifestar la relacio´n entre el salto en las com-
ponentes de la me´trica cuando sobre una hipersuperficie se acumula un thin shell de
materia. El ana´logo electromagne´tico a esto es la discontinuidad de la componente nor-




Au´n luego de un siglo, RG sigue siendo la teor´ıa que mejor describe la interaccio´n
gravitatoria. Sin embargo, existen hoy varias motivaciones para modificar la teor´ıa de
Einstein, las cuales se comentan en el Cap´ıtulo 4. Naturalmente estas modificaciones
dara´n lugar a nuevas ecuaciones de campo, que a su vez poseera´n nuevas condiciones de
juntura. Por ejemplo, un caso muy estudiado en el contexto de las teor´ıas de gravedad
modificada, es la teor´ıa de de Lovelock propuesta en 1971 [2], la cual es una genera-
lizacio´n de RG en D dimensiones espacio-temporales, y cuyas condiciones de juntura
fueron determinadas por Willison y Gravanis en 2004 [3]. Otros ejemplos de teor´ıas de
gravedad modificadas proponen deformaciones de la accio´n de Hilbert-Einstein, como
las denominadas f(R), y son descritas brevemente en el Cap´ıtulo 4. Fue Senovilla en
2013 quien expuso las condiciones de juntura para las f(R) [4].
Finalmente existen las teor´ıas f(T ), centrales en este trabajo y expuestas en el
Cap´ıtulo 4, que en lugar de modificar la accio´n de Hilbert-Einstein, deforman su equi-
valente teleparalelo ( expuesto en el Cap´ıtulo 3). Este tipo de teor´ıas fueron desarrollada
en 2006 por Ferraro y Fiorini [5], y sus condiciones de juntura todav´ıa no fueron de-
terminadas. La principal caracter´ıstica de las f(T ) recae en la perdida de invariancia
local ante transformaciones de Lorentz, la cual se describe en detalle en (4.2), y cuya
consecuencia, entre otras, es restringir la posibilidad de empalmar dos soluciones de la
teor´ıa. Es as´ı como el estudio del grupo remanente, un subgrupo de transformaciones
de Lorentz que s´ı dejan invariante a la teor´ıa, sera´ crucial para realizar el empalme
de los campos que representan soluciones de dos, o ma´s regiones del espacio. En el
Cap´ıtulo 5 se presentan dos ejemplos de empalme en teor´ıas f(T ), junto al estudio de
su grupo remanente, lo cual representa el principal aporte original de este trabajo.
Cap´ıtulo 2
Relatividad General
2.1. La gravedad de Einstein
La gravedad se destaca entre el resto de las interacciones fundamentales de la natu-
raleza por la siguiente propiedad: dos part´ıculas con masas y composiciones diferentes
adquieren la misma aceleracio´n, de hecho dadas las mismas condiciones iniciales rea-
lizan trayectorias ide´nticas. Esta idea, presentada por Gallileo en la Edad Moderna,
predice la peculiar igualdad entre el valor de la masa inercial de un cuerpo y su masa
gravitatoria. La coincidencia se mantuvo en el paradigma de la f´ısica hasta que Einstein
presento´ la teor´ıa de la Relatividad General en 1915. All´ı, esta coincidencia en valor
nume´rico paso´ a ser explicada como una consecuencia propia de la teor´ıa, postulando
que la gravedad no es una fuerza propiamente dicha sino una suerte de comportamiento
inercial resultante de la trayectoria sobre un espacio-tiempo curvo.
El trabajo de Einstein comienza con el siguiente planteo: siempre es posible en-
contrar localmente un sistema de referencia acelerado tal que el campo gravitatorio
se anule y all´ı, para un observador en ese sistema, valdra´n las leyes de la Relatividad
Especial. A este postulado se lo conoce como Principio de Equivalencia, invitando a
redefinir la fuerza gravitatoria como una consecuencia geome´trica del espacio-tiempo.
Es decir, la trayectoria realizada por una part´ıcula en presencia de gravedad, en lugar
de ser explicada por una fuerza gravitatoria, se describe como el movimiento Natural
en la geometr´ıa que lo contiene. Con la geometrizacio´n de su movimiento, una part´ıcu-
la libremente gravitante esta´ genuinamente libre de fuerzas y se mueve inercialmente
sobre las curvas provistas por la geometr´ıa. En resumen, la teor´ıa de la Relatividad
General de Einstein es una teor´ıa que relaciona la distribucio´n de materia y energ´ıa
con la geometr´ıa del espacio-tiempo.
Para realizar una descripcio´n geome´trica del espacio-tiempo, RG hace uso del len-
guaje de la geometr´ıa diferencial Lorentziana tomando como ente dina´mico al tensor
me´trico gµν , objeto que determina co´mo se mide la distancia espacio-temporal entre
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cada par de puntos de la variedad diferencial.
El intervalo se define como
ds2 = gµνdx
µdxν , (2.1)
donde µ y ν corresponden a cada una de las coordenadas locales tomadas para describir
la variedad. De aqu´ı en adelante se tomara´ como convencio´n la suma sobre ı´ndices
repetidos.
Haciendo uso de principios variacionales sobre las trayectorias en el espacio-tiempo,
se obtienen las ecuaciones de movimiento de las part´ıculas libremente gravitantes, de-










siendo λ el para´metro afin de las curvas en cuestio´n.
Por ejemplo, en el caso de una geometr´ıa plana, las geode´sicas sera´n rectas, como
lo son las trayectorias de una part´ıcula libre en la Relatividad Especial.














gµα(∂ρgσα + ∂σgρα − ∂αgσρ). (2.4)








νρ − ∂µΓλνρ − ΓλσνΓσµρ. (2.5)
Este objeto, junto a algunas de sus contracciones, es el que que provee de informa-
cio´n sobre la curvatura de la geometr´ıa, y sera´ un actor protago´nico en las ecuaciones
dina´micas.
Si contraemos los ı´ndices λ y ν, obtenemos lo que se conoce como tensor de Ricci
Rµρ, y tomando la traza de este u´ltimo R
µ
µ ≡ R, obtenemos el escalar de Ricci. Utilizan-
do argumentos de simetr´ıa y conservacio´n, Einstein encontro´ una expresio´n que vincula
la distribucio´n de materia y energ´ıa con la geometr´ıa del espacio tiempo, dada por un
conjunto de 10 ecuaciones diferenciales no lineales acopladas que hoy denominamos




Rgµν = 8piGTµν (2.6)
siendo Tµν el tensor de energ´ıa- impulso de la materia.
2.2. Hipersuperficies y Curvatura Extr´ınseca
En la presente seccio´n se exponen los objetos ba´sicos necesarios para derivar las
condiciones de juntura de RG halladas por Israel en 1966 [6]. Es interesante resaltar
que existe una forma alternativa de derivar estas condiciones, simplemente variando
la accio´n de Einstein-Hilbert junto al te´rmino de superficie de Hawking-Gibbons. Esta
te´cnica es recurrente en la literatura sobre juntura de soluciones en teor´ıas gravitatorias
de ordenes superiores.
2.2.1. Descripcio´n de una Hipersuperficie
En una variedad espacio-temporal n-dimensional, una hipersuperficie es una subva-
riedad (n-1)-dimensional que puede ser catalogada como tipo espacio, tiempo o nula.
Para poder definir esta subvariedad se requiere expresar un v´ınculo entre las coorde-
nadas de la variedad global, ie
S(xµ) = 0, (2.7)
o bien, una relacio´n entre las coordenadas de la variedad global y otras intr´ınsecas de
la hipersuperficie,
xµ = xµ(ya), (2.8)
siendo ya (a = 1, 2, ..., n− 1) las coordenadas intr´ınsecas de la hipersuperficie.
Un ejemplo ba´sico de esta definicio´n es un c´ırculo embebido en R2, el cual puede
ser descrito con el v´ınculo S(x, y) = x2 +y2−R = 0, o bien con la relacio´n x = R cos(θ)
y y = R sin(θ), con θ como coordenada intr´ınseca.
Habiendo definido que´ es una hipersuperficie, procedemos a definir el vector normal
a ella. Consideremos entonces a Σ como una hipersuperficie definida por la condicio´n
(2.7), de la cual calculamos el vector S,µ. Es claro que S,µ resulta normal a Σ ya que
la funcio´n S so´lo cambia en las direcciones ortogonales a ella.
Si nos restringimos a hipersuperficies tipo tiempo o espacio, no es dif´ıcil verificar






donde  corresponde a:
nµnµ =  ≡
{
−1 si Σ es tipo espacio
1 si Σ es tipo tiempo
(2.10)
Para la descripcio´n de hipersuperficies nulas, ver [8] y [7].
2.2.2. Vectores y la me´trica inducida
El hecho de embeber una hipersuperficie Σ en una variedadM impone una relacio´n
entre los tensores definidos en cada una de ellas:
Tensores en Σ: Son objetos que transforman como tensores ante transformaciones
de coordenadas ya sobre Σ, y escalares ante transformaciones de xµ sobre M.
Tensores enM: Son objetos que transforman como tensores ante transformacio-
nes de las coordenadas xµ sobreM, y son invariantes ante transformaciones ante
el cambio de coordenadas ya sobre Σ.
Otra consecuencia de que Σ este´ embebida enM, es poder definir campos vectoriales
tangentes a Σ como proyecciones de los campos en M,






En otro le´xico, el hecho de que Σ este´ embebida permite realizar el push forward
de ∂ya desde Σ a M. Vale destacar que carece de sentido realizar esta operacio´n con
otro objeto que no sean los vectores ∂ya , por ejemplo las 1-formas dy.
Asimismo, dado que los vectores Ea son tangentes a Σ podemos concluir que:
Eαa nα = 0. (2.12)
Habiendo definido vectores sobre Σ, procedemos a construir una me´trica sobre la
hipersuperficie. E´sta sera´ resultado de “proyectar” la me´trica gαβ del espacio ambiente
M de alguna forma similar a como se hizo con los vectores ∂ya .
El procedimiento consiste esencialmente en restringir el intervalo ds2 sobre la imagen
de Σ y, luego, escribir al mismo en coordenadas intr´ınsecas de la subvariedad, es decir








Dicho esto definimos la me´trica inducida hab como:











Habiendo construido una base de campos vectoriales y una me´trica sobre Σ, esta-
mos en condiciones de construir un objeto capaz de tomar objetos que viven en M y
definirlos sobre la hipersuperficie. Para ello proponemos
hαβ = gαβ − nαnβ. (2.15)
Como se muestra en el Cap. 15 de [8], el objeto hαβ cumple que:
El tensor es ortogonal a nα
hαβn
α = hαβnα = 0 (2.16)




confirmando que hαβ cumple su rol de proyector sobre Σ y resulta coincidir con la
me´trica gαβ sobre la hipersuperficie. Esta u´ltima afirmacio´n se deduce de









Naturalmente tambie´n podemos definir el tensor hαβ como
hαβ = gαµgβνhµν , (2.19)
pero es importante destacar que este objeto hαβ no es la inversa de la me´trica hαβ, ya
que por co´mo definimos al proyector, hαβ no posee inversa. En cambio, su contraccio´n
resulta
hαµ h
µβ = δβα −  nαnβ. (2.20)
2.2.3. Curvatura Extr´ınseca
Habiendo estudiado las propiedades intr´ınsecas de una hipersuperficie Σ, continua-







Utilizando propiedades de la seccio´n anterior, sumadas a las ecuaciones de Gauss-
Codazzi, ver [8], la curvatura extr´ınseca puede reescribirse simplemente como
Kαβ = ∇αnβ. (2.22)
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Geome´tricamente Kαβ viene a representar el cambio del vector normal n
µ a medida
que nos movemos sobre la hipersuperficie. A diferencia de la curvatura definida por el
tensor de Riemann, el tensor Kαβ nos brinda informacio´n sobre co´mo la subvariedad
en cuestio´n esta´ embebida en el espacio ambiente.
Si queremos proyectar este nuevo tensor sobre Σ obtenemos:
Kαβ|Σ → Kab = EαaEβbKαβ (2.23)
Entonces podemos escribir a la curvatura extr´ınseca como:
Kab = ∇αnβEαaEβb (2.24)
Los objetos hab y Kab descriptos en estas secciones, poseen esencialmente toda la
informacio´n que uno necesita para caracterizar la geometr´ıa de las hipersuperficies.
Dada su importancia, hab y Kab son denominados 1
era forma fundamental y 2da forma
fundamental de Σ, respectivamente.
2.3. Condiciones de Juntura
2.3.1. Introduccio´n
Con lo descripto en la seccio´n anterior, esta´n a nuestra disposicio´n todas las herra-
mientas para formalizar las condiciones de juntura establecidas por Israel en el contexto
de Relatividad General [1]. El escenario consistira´ en una hipersuperficie Σ que divide
al espacio tiempo en dos regiones V+ y V−. En cada regio´n podemos definir una me´trica
gµ
±
ν con coordenadas x
±
µ apropiadas. El objetivo u´ltimo de las condiciones sera´ que las
me´tricas gµ
±
ν se empalmen suavemente sobre Σ, junto a que la solucio´n global para gµν
este´ bien definida como objeto dina´mico de las ecuaciones de Einstein. La problema´ti-
ca en general no resulta trivial ya que las coordenadas x±µ difieren entre s´ı en ambas
regiones, puesto que se trata, en general, de soluciones con simetr´ıas muy diferentes,
por lo que no es posible compararlas directamente. All´ı aparece la ventaja de haber
construido tensores sobre Σ cuyo rol es protago´nico en las condiciones de juntura.
Para poder identificar en que´ regio´n V± del espacio-tiempo nos encontramos, ima-
ginemos que Σ esta´ atravesada por una congruencia de geode´sicas que la intersecan
ortogonalmente. Tomemos τ como el tiempo propio a lo largo de las geode´sicas y pa-
rametrice´molas de tal forma que, a τ = 0, coincidan con el punto que cruzan en Σ. As´ı
para τ > 0 nos encontremos en la regio´n V+ y para τ < 0 en V−, como se esquematiza
en la figura (2.1). Esta construccio´n tambie´n nos dice que un desplazamiento infini-
tesimal hacia fuera de la hipersuperficie, a lo largo de una de estas geode´sicas, estara´
descrito por dxα = nαdτ .
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Figura 2.1: Diagrama de una hipersuperficie Σ intersectada ortogonalmente por geode´sicas.
Las mismas se encuentran parametrizadas por un para´metro τ tal que e´ste se anule sobre Σ.
Si consideramos al para´metro τ como una funcio´n de las coordenadas xα, se en-
cuentra la siguiente relacio´n
nµ =  ∂ατ. (2.25)
Para poder comparar objetos a ambos lados de la hipersuperficie, introducimos la
notacio´n
[A] ≡ A(V+)|Σ − A(V−)|Σ. (2.26)
Un ejemplo de esto es
[nα] = [Eαa ] = 0. (2.27)
La primera relacio´n sale de la continuidad de τ a lo largo de la geode´sica, y la segunda
de que las ya esta´n definidas en ambos lados de Σ.
2.3.2. Primera condicio´n de juntura
Con el objetivo de dilucidar la primera condicio´n de contorno, podemos comenzar





cada uno correspondiente a una regio´n del espacio dividido por una hipersuperficie. La




β + Θ(−τ)gα−β , (2.28)
donde Θ es la funcio´n escalo´n.
Nos interesa saber si la me´trica gαβ resulta una solucio´n de las ecuaciones de Einstein
bien definida, para ello se requiere que los objetos construidos con ella, como ser el
tensor de curvatura de Riemann, este´n bien definidos como distribuciones. Sera´ la
anulacio´n de los te´rminos mal definidos que generara´ las condiciones tales que la me´trica
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sea una genuina solucio´n de la ecuaciones.
Construiremos entonces, paso a paso, los objetos que rigen las ecuaciones dina´micas
en este lenguaje. La derivada de la me´trica (2.28) resulta
gαβ,λ = Θ(τ)g
+
αβ,λ + Θ(−τ)g−αβ,λ + [gαβ]δ(τ)nλ, (2.29)
donde se uso´ la ecuacio´n (2.25) en el u´ltimo te´rmino.
Previo a calcular los s´ımbolos de Christoffel, podemos adelantarnos y ver que el
u´ltimo te´rmino de la ecuacio´n (2.29) traera´ problemas, dado que sera´ proporcional a
Θ(τ)δ(τ), objeto que no esta´ bien definido como distribucio´n. Para solucionar esto y
poder escribir la conexio´n af´ın, impondremos entonces que lo que acompan˜a a Θ(τ)δ(τ)
se anule, es decir [gαβ] = 0. Por ahora, esta condicio´n so´lo vale en el sistema de coor-
denadas tomado, pero puede hacerse independiente de ellas si proyectamos sobre Σ,
resultando en











Este resultado se traduce en que la me´trica inducida sobre la hipersuperficie tiene
que ser ide´ntica en ambos lados de Σ. As´ı concluye la primera condicio´n de juntura,
propia de la geometr´ıa de la hipersuperficie e independiente del sistema de coordenadas
x±µ tomado.
2.3.3. Los tensores Rαβλδ y Tαβ
Tensor de Riemann
El procedimiento continu´a calculando la forma distribucional del tensor de Rie-
mann, para lo cual necesitamos los Γαβλ y sus derivadas Γ
α
βλ,δ. Utilizando la primera





λ + Θ(−τ)Γαβ−λ . (2.31)





,δ + Θ(−τ)Γαβλ−,δ +  δ(τ)[Γαβλ]nδ. (2.32)









βδ]nλ − [Γαβλ]nδ). (2.34)
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Vemos aqu´ı que el tensor de Riemann esta´ bien definido como distribucio´n, con la
peculiaridad de que tiene una singularidad sobre Σ. Veremos ahora como interpretar
este te´rmino.
Tensor de Energ´ıa Impulso Superficial
Las cantidades Aαβλδ, que surgen de calcular el tensor de Riemann, son tensores
resultantes de la diferencia de Christoffels [Γαβδ]. Ahora nos embarcaremos en encontrar
una forma ma´s explicita para ellos.
El hecho de que la me´trica sea continua a trave´s de la hipersuperficie Σ implica
que sus derivadas en las direcciones tangentes tambie´n sera´n continuas, por lo que si
hay una discontinuidad en la cantidad [gαβ,λ], e´sta sera´ debido a una cantidad en la
direccio´n de nλ. As´ı, existe un tensor καβ tal que
[gαβ,λ] = καβnλ. (2.35)
Contrayendo con nλ obtenemos
καβ = [gαβ,λ] n
λ. (2.36)
Reemplazando en la expresio´n para [Γαβλ] y luego en el tensor A
α





(καδ nβnλ − καλnβnδ − κβδnαnλ + κβλnαnδ), (2.37)
que es la parte con la distribucio´n δ(τ) del tensor de Riemann.
Pasemos a contraer entonces el primer y tercer ı´ndice de Aαβλδ que resultara´ im-
portante para calcular el Ricci Rαβ, y as´ı ir construyendo la forma distribucional del
tensor de Einstein Gαβ. Esto es





µnα − κnαnβ − kαβ), (2.38)
donde κ ≡ καα. Si volvemos a contraer los ı´ndices obtenemos entonces la parte asociada
a la δ(τ) del escalar de curvatura:
A ≡ Aµµ = (gµνκµν − κ). (2.39)
Juntando los resultados obtenidos en (2.39) y (2.38), obtenemos la forma distribu-
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cional del tensor de Einstein:
Gαβ = Θ(τ)Gα
+




{κµαnµnβ + κµβnµnα − κnαnβ − kαβ − gαβ (κµν − κ)} .
(2.40)
Como ya fue mencionado, las ecuaciones de RG nos vinculan el tensor de Einstein
con la distribucio´n de energ´ıa y materia del Universo. Si observamos la expresio´n an-
terior, esta igualdad nos sugiere que de haber una singularidad en Gαβ, correspondera´
a materia acumulada en forma de thin shells, es decir, que la distribucio´n de energ´ıa
impulso responsable estara´ acompan˜ada de una δ(τ). La expresio´n del Tαβ entonces
resulta:
Tαβ = Θ(τ) Tα
+
β + Θ(−τ)Tα−β + δ(τ) Sαβ, (2.41)
donde Sαβ = 8pi (Aαβ − 12Agαβ). Los dos primeros te´rminos corresponden clara-
mente a la distribucio´n de materia en cada regio´n V+ y V−. El u´ltimo te´rmino, por
otro lado, corresponde a un thin shell de materia, es decir, a una densidad de materia
acumulada sobre la hipersuperficie. Al igual que sucede en electromagnetismo, la dis-
continuidad en el campo dina´mico de la teor´ıa tiene un correlato con la acumulacio´n
de fuentes sobre la frontera.
2.3.4. Segunda condicio´n de Juntura
La segunda condicio´n de juntura resultara´ entonces de analizar el u´ltimo te´rmino de
la ecuacio´n (2.41). Comparando ambos miembros de la ecuacio´n de Einstein, obtenemos
16pi  Sαβ = κµαn
µnβ + κµβn
µnα − κnαnβ − kαβ − gαβ (κµνnµnν − κ). (2.42)
De aqu´ı se puede verificar que Sαβ es tangente a la hipersuperficie, dado que
Sαβn





b . Evaluando en la expresio´n anterior obtenemos:
16piSab = −καβEαaEβb −  (κµνnµnν − κ) hab
= −καβEαaEβb − κµν ( gµν − hmnEµmEνnu) hab + κhab
= −καβEαaEβb + hmnEµmEνnhab.
(2.43)
Usando ahora que
[∇βnα] = − [Γµαβ]nµ
= − 1
2




(καβ − κµαnβnµ − κµβnαnµ),
(2.44)
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podemos escribir








Finalmente, podemos concluir que
Sab = − 
16pi
([Kab] − [K]hab) . (2.46)
Esta u´ltima expresio´n nos relaciona co´mo es el salto en el tensor de energ´ıa im-
pulso debido al salto en la curvatura extr´ınseca al pasar de un lado de Σ al otro. As´ı,
concluimos que cualquier paso suave a trave´s de Σ implicara´ [Kab] = 0. De violarse
esta condicio´n, la teor´ıa impone que se acumule una distribucio´n de materia superficial
sobre la frontera. As´ı concluye la segunda condicio´n de juntura.
2.4. Ejemplo I: La cuerda de Gott
La ruptura de simetr´ıa en una teor´ıa de campos puede conducir a la formacio´n de
lo que se conoce como defectos topolo´gicos. Ejemplos de e´stos son monopolos, cuerdas
y paredes co´smicas [9].
Feno´menos del universo temprano resultantes del proceso de gran unificacio´n pu-
dieron haber dado lugar a estos defectos topolo´gicos, debido a que este escenario era
un lugar propenso a que se restauren simetr´ıas por sus altas temperaturas y densida-
des extremas. Sin embargo, las paredes y monopolos tienen que evitarse en modelos
cosmolo´gicos por su gran discrepancia con la evidencia observacional. Por otro lado,
la existencia de cuerdas co´smicas permitir´ıa explicar, por ejemplo, la formacio´n de
galaxias y estructuras a gran escala. En este apartado se presentan las me´tricas que
describen soluciones a las ecuaciones de Einstein dentro de una cuerda co´smica y fuera
de ella, para luego obtener una solucio´n global del espacio-tiempo.
La solucio´n a las ecuaciones de campo para la me´trica con un T νµ cuyas u´nicas











con t ∈ (−∞,∞), θ ∈ [0, θM ], φ ∈ [0, 2pi), z ∈ (−∞,∞) y r0 = cte.
La geometr´ıa del espacio-tiempo a t y z constantes, corresponde a la de un cascaro´n
esfe´rico con radio de curvatura r0. La circunferencia C de la cuerda medida desde su
cintura es C = 2pirb = 2pir0 sin(θM).
Por otro lado, la me´trica solucio´n de vac´ıo con simetr´ıa de traslacio´n en z, es





y, t ∈ (−∞,∞), z ∈ (−∞,∞), φ ∈ [0, 2pi) y r ∈ (rb,∞). Las
coordenadas (t, z, φ) utilizadas para describir esta regio´n coinciden exactamente con
las utilizadas en la regio´n interior.
Motivados por ver con mayor claridad la geometr´ıa exterior, realizamos el cambio
de coordenadas
R = rB0 =
r
cos(θM)
Φ = φ cos(θM).
(2.49)
As´ı, la me´trica pasa a ser
ds2 = −dt2 + dR2 +R2dΦ2 + dz2, (2.50)
donde ahora Φ ∈ [0, cos(θM)2pi].
En estas coordenadas podemos apreciar que la me´trica dada en (2.50), es la misma
que la del espacio de Minkowski en coordenadas cil´ındricas, pero con un de´ficit angular.





, en la regio´n interior y ds2 = B20dr
2 + r2dφ2(2.47), en la exte-
rior, como una superficie embebida en un 3-espacio eucl´ıdeo ds2 = dw2 + dr2 + r2dφ2.
La solucio´n exterior corresponde a una superficie w(r) = (B20 − 1)
1
2 r que describe un
cono cuyo ve´rtice se hallar´ıa en r = 0. La solucio´n interior, como ya fue menciona-
do, representa un cascaro´n esfe´rico. Basta ahora imponer las condiciones de juntura
para determinar como estas dos superficies se unen suavemente. Un diagrama de las
superficies embebidas en R3 puede verse en la figura (2.2).
Procedemos entonces a realizar el empalme. Para facilitar los ca´lculos, realizamos
en la me´trica interior (2.47) el cambio de coordenadas ρ = r0 θ. Esto resulta en
ds2 = −dt2 + dρ2 + r20 sin2(ρ/r0)dφ2 + dz2. (2.51)
Como se comenta en el art´ıculo de Gott [10], la condicio´n de juntura podr´ıa resu-
mirse en pedir continuidad de la me´trica y de su primera derivada. Aqu´ı vamos a exigir
algo ma´s de´bil, haremos uso de las condiciones de Israel y pediremos continuidad de la
me´trica y de la curvatura extr´ınseca.
Para atacar la problema´tica, definamos la hipersuperficie Σ descrita por ρ = r0θM
en coordenadas interiores, y r = r0 sin(θM) en coordenadas exteriores. En consecuencia,
la 1era forma fundamental de Σ resulta:
hab = −dt2 + r2dφ2 + dz2, (2.52)
siendo t, φ, z las coordenadas en comu´n de ambas regiones, y r la coordenada en la
regio´n exterior.
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Figura 2.2: Diagrama del empalme de soluciones correspondiente a una cuerda co´smica, em-
bebidas en R3, a t y z constantes. La superficie co´nica representa el espacio-tiempo en la regio´n
exterior de la cuerda. Esta superficie se empalma suavemente con un cascaro´n esfe´rico que re-
presenta la geometr´ıa en la regio´n interior de la cuerda.
La proyeccio´n de la me´trica exterior e interior sobre Σ determina la primera condi-
cio´n de juntura:
r20 sin(θM)
2 = R2 (2.53)






e µt = (1, 0, 0, 0) Coordenadas
e µφ = (0, 0, 1, 0) (t, ρ, φ, z)








e µt = (1, 0, 0, 0) Coordenadas
e µφ = (0, 0, 1, 0) (t, r, φ, z)
e µz = (0, 0, 0, 1)
(2.55)
respectivamente. Con estos objetos nos dedicamos a calcular Kij como se mostro´
en (2.24). En la regio´n exterior resulta:
Kt i = Kz i = 0 ∀i, Kφφ = −r cos(θM). (2.56)
Luego, del lado interno de Σ tenemos
Kt i = Kz i = 0 ∀i, Kφφ = −r0 cos(ρ/r0) sin(ρ/r0). (2.57)
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Si evaluamos las coordenadas en Σ y utilizamos lo obtenido en (2.53), podemos
observar que en ambos lados de Σ la 2da forma fundamental coincide y su valor es
Kφφ = r0 cos(θM) sin(θM). (2.58)
Habiendo satisfecho ambas condiciones de juntura, obtuvimos que las soluciones para
la me´trica dentro y fuera de la cuerda componen una solucio´n general a las ecuaciones
de Einstein en todo el espacio-tiempo.
2.5. Ejemplo II: Colapso gravitatorio de polvo en
2+1
En esta seccio´n mostraremos otro ejemlplo de empalme de soluciones de dos espacio-
tiempos con constante cosmolo´gica Λ, en este caso en 2+1 dimensiones [11]. El primero
corresponde a una solucio´n cosmolo´gica generada por materia en forma de polvo, y el
segundo a la solucio´n circularmente sime´trica de vacio´ conocida como agujero negro
BTZ [12]. El problema de juntura as´ı definido, es un modelo simplificado en 2+1
dimensiones del ana´logo 3+1 dimensional tratado por Oppenheimer y Snyder [13].
Consideremos entonces como distribucio´n de materia en la regio´n interior un disco
de polvo sin presio´n. Siguiendo la Ref. [11], este disco estara´ destinado a colapsar en
un tiempo propio finito a una singularidad. Desde ese momento en adelante, la me´trica
solucio´n de todo el espacio resultara´ solamente la exterior, correspondiente al agujero
negro BTZ. Dado que nuestro disco esta´ colapsando, la hipersuperficie que oficia de
frontera entre las soluciones, variara´ instante a instante. Esto implica que la condicio´n
de juntura tambie´n dependera´ de algu´n para´metro temporal.
Para comenzar, entonces, partimos de la geometr´ıa generada por el disco de polvo
cuya descripcio´n esta dada por la me´trica de Friedmann-Robertson-Walker:
ds2 = −dt2 + a(t)2
(
dr2√




donde r y θ son las coordenadas radiales y angulares comoviles al polvo, t es el tiempo
propio, y a(t) es el factor de escala.
El tensor de energ´ıa impulso correspondiente a esta distribucio´n de materia es
Tµν = diag(ρ, 0, 0) y su conservacio´n T
µ
ν;µ = 0 implica ρa = ρ0a0, siendo ρ0 y a0 la
densidad y el factor de escala a t = 0.
Las ecuaciones de Einstein resultan
∂tta = −Λa (2.60)
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y
Λa2 + k − 8piGρ0a20 + (∂ta)2 = 0, (2.61)
las cuales resuelven toda la dina´mica geome´trica en la regio´n interior.
La me´trica en el exterior del polvo es, como ya mencionamos, el agujero negro BTZ
sin carga ni momento angular, cuyo intervalo es




donde M es una constante de integracio´n representativa de la masa.
Teniendo escritas las me´tricas gαβ en ambas regiones del espacio, podemos proceder
a empalmarlas sobre la hipersuperficie Σ dependiente del tiempo definida por R =
r0a(t).
La me´trica hab sobre la hipersuperficie es
ds2|Σ = −dt2 +R(t)2dθ2, (2.63)
siendo t la coordenada temporal como´vil al polvo, y θ la coordenada angular que
coincide para ambas regiones.
Los vectores tangentes sobre Σ en las coordenadas interiores son
Eµt = (1, 0, 0), E
µ
θ = (0, 0, 1). (2.64)
Por otro lado, en la regio´n exterior se escriben como
Eµt = (∂tT, ∂tR, 0), E
µ
θ = (0, 0, 1). (2.65)
Definida la hipersuperficie Σ y los vectores tangentes, el siguiente paso consiste




1− kr2 , 0) para la regio´n interior
nµ = (−∂tR, ∂tT, 0) para la regio´n exterior
(2.66)
Ahora procedemos a imponer la primera condicio´n de Israel, la continuidad de la
me´trica sobre la hipersuperficie, o bien [hab] = 0. En nuestro caso implica
−(∂tT )2(ΛR2 −M) + (∂tR)
2
ΛR2 −M = −1
R = r0a(t) = R,
(2.67)
donde ∂t corresponde a la derivada parcial respecto a la coordenada temporal. Es in-
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teresante notar co´mo la continuidad de la me´trica nos relaciona las cartas coordenadas.
En ciertos casos, en forma expl´ıcita como en la segunda expresio´n, y en otros de forma
impl´ıcita, como es el caso de la primera expresio´n.
Dado que no existe ningu´n thin shell de materia acumulado en la hipersuperficie,
la segunda condicio´n de juntura consistira´ en la continuidad de la curvatura extr´ınseca
sobre Σ, es decir [Kab] = 0.
El tensor Kab calculado segu´n la ecuacio´n (2.24) para el caso interior resulta:
Ktt = Ktθ = 0, Kθθ = r0a(t)
√
1− kr2, (2.68)
donde t y θ son las coordenadas intr´ınsecas de Σ.









ΛR2 −M + (∂tR)2
(2.69)
La continuidad de Kab nos exige que√
ΛR2 −M + (∂tR)2 = cte
ΛR2 −M + (∂tR)2 = 1− kr0.
(2.70)
Notemos que ambas expresiones son consistentes, ya que r0 es constante sobre Σ.






0 − 1. (2.71)
Esto nos dice la u´nica manera en que ambas soluciones puedan constituir una
solucio´n global para describir el problema del colapso gravitatorio. Las constantes de
integracio´n dejan de ser independientes y pasan a estar relacionadas. En este caso, la
densidad del polvo ρ0 determina la masa M del agujero negro BTZ, segu´n la ecuacio´n
(2.71).
Cap´ıtulo 3
El Equivalente Teleparalelo de la
Relatividad General
3.1. El Espacio de Weitzenbo¨ck
En este cap´ıtulo se presenta un formalismo alterativo a RG denominado Equiva-
lente Teleparalelo de la Relatividad General (ETRG), el cual se encuentra explicado
detalladamente en [14][15]. En el contexto de la geometr´ıa diferencial, el espacio-tiempo
descrito por RG consiste en una variedad pseudo Riemanniana M, con una me´trica
gµν y asociada a la derivada covariante con la conexio´n de Levi-Civita. Mientras que en
ETRG, la variedad diferencial a utilizar presenta curvatura nula [15] y la gravedad se ve
manifestada v´ıa la presencia de torsio´n, otro ente t´ıpico en las variedades diferenciales.
Este nuevo espacio sin curvatura, llamado espacio de Weitzenbo¨ck, se caracteriza en
que sus geode´sicas no describen la trayectoria de part´ıculas libremente gravitante. Esto
se debe a que la conexio´n en este espacio, que llamaremos conexio´n de Weitzenbo¨ck,
difiere de la de Levi-Civita la cual realiza la descripcio´n apropiada de estas trayecto-
rias. Es interesante mencionar que fue el mismo Einstein quien desarrollo´ la nocio´n de
teleparalelismo en un intento por unificar la gravedad y el electromagnetismo en una
misma teor´ıa [16], dando pie a muchos trabajos en el to´pico.
La descripcio´n geome´trica del teleparalelismo considera una variedad diferencial
HausdorffM, paracompacta y C∞ [17]. Al ser una variedad,M cumple que para cada
punto p ∈ M existe un entorno U donde podemos definir coordenadas locales dadas por
x = xµ y su respectiva base coordenada en p como E = Eµ = (
∂
∂xµ
) donde µ = 0, 1, 2, 3.
En ese mismo punto la base dual es E∗ = Eµ = (dxµ), siendo < Eµ,Eν >= δνµ. As´ı
cualquier vector V ∈ TpM se escribe V = V µEµ, y cualquier 1-forma F ∈ T ∗pM se
escribe como F = FµE
µ. En particular el tensor me´trico se escribe como
g = gµνE
µ ⊗ Eµ, (3.1)
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cuyas componentes gµν son los productos internos de los vectores en la base coordenada,
ie
gµν = g(Eµ,Eν) = g(Eν ,Eµ). (3.2)
Por otro lado, en cada punto p de la variedad es posible definir una base ortonormal
e = ea(p) en el espacio tangente TpM , es decir que sus productos escalares referidos a
la me´trica g resultan iguales a las componentes del tensor de Minkowski,
ηab = g(ea, eb) = g(ea, eb). (3.3)











Aceptando que la matriz eµa posee inversa, utilizaremos los s´ımbolos e
a
µ para indicar












La primera de estas relaciones implica que eµa no son ma´s que las componentes de
la 1-formas que constituyen la base dual e∗ = ea(p) en T ∗pM :< e
a, eb >= δab . Es decir,
ea = eaµE
µ (3.7)
Usando (3.6) podemos invertir las relaciones anteriores









Las ecuaciones (3.6) y (3.5) muestran el rol que cumplen las matrices eµa , siendo
ellas una suerte de intermediario entre el plano tangente TpM y la propia variedad M .
Estas matrices parten de una base de vectores asociados a cada una de las coordenadas
donde la distancia se determina con el tensor me´trico gµν , a otra con una descripcio´n es-
pacialmente plana con tensor me´trico ηab = diag(1,−1,−1,−1). Para ello, los s´ımbolos
eµa portan dos tipos de ı´ndices: los ı´ndices latinos a, b, c, ... = 0, 1, 2, 3 se refieren a coor-
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denadas en el espacio tangente, mientras que los ı´ndices griegos λ, µ, ν, ... = 0, 1, 2, 3
corresponden a las coordenadas en la variedad. As´ı los ı´ndices latinos de este objeto
poseen un cara´cter tensorial lorentziano ya que la te´trada esta´ definida a partir de la
ecuacio´n (3.5) invariante ante transformaciones de Lorentz. Por otro lado, los ı´ndices
griegos de la te´trada esta´n relacionados a los cambios generales de coordenadas en la
variedad. F´ısicamente estos objetos eaµ vienen a representar observadores en ca´ıda libre,
ya que esencialmente la transformacio´n que los define (3.9) es el cambio de coordenadas
punto a punto tal que el sistema sea el de un observador inercial.
A nivel operacional las componentes de las te´tradas pueden ser vistas como herra-
mientas para convertir ı´ndices griegos en latinos y viceversa, es decir objetos de M a
TpM . Por ejemplo, segu´n la ec. (3.8), cualquier vector V = V
µEµ es reescrito como
V = V aea, siendo sus componente lorentzianas
V a = eµaVµ. (3.10)
Tomando el camino inverso a trave´s de la ecuacio´n (3.5), tenemos
V µ = eµaV
a. (3.11)
Al igual que en la variedad, en el plano tangente TpM podemos construir una
biyeccio´n con su espacio dual T ∗pM a trave´s de la me´trica. Es decir, identificar cada
vector de TpM con una 1-forma de T
∗
pM . A esta identificacio´n se la suele llamar subir
y bajar ı´ndices. Por lo tanto, a la 1-forma que corresponde al vector de componentes










Si multiplicamos a izquierda por eµa , la ecuacio´n anterior se resume en
Va = ηabV
b. (3.14)
Como siempre, definimos las inversas de los operadores gµν y ηab tal que cumplan
ηabη
ac = δcb gµνg
µρ = δρν . (3.15)
Estos nuevos operadores son los encargados de subir ı´ndices en su respectivo espacio,
obteniendo as´ı
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V µ = gµνVν , (3.16)
lo cual puede ser reescrito usando (3.11)
V aeµa = g
µνebνVb, (3.17)
y luego multiplicando ambos miembros por ecµ se obtiene
V a = gµνecµe
b
νVb. (3.18)














Asimismo como el producto interno entre vectores no depende de la base, podemos
escribirlo en te´rminos de contraccio´n de ı´ndices tanto lorentzianos como latinos:
< V,W >= gµνV
µW ν = ηabV
aW b = V µWµ = V
aWa (3.22)
Cabe aclarar que las reglas de transformacio´n entre ı´ndices lorentzianos y espacio-
temporales se aplican ana´logamente a cualquier tensor de rango superior.Este forma-
lismo esencialmente nos permite codificar la informacio´n de la geometr´ıa del espacio-
tiempo en las te´tradas, en lugar de hacerlo en el tensor me´trico. Podemos, por ejemplo,
reescribir la accio´n de Hilbert-Einstein utilizando la te´trada.
El lenguaje de RG, como ya fue mencionado, es el caracter´ıstico de la geometr´ıa
pseudo-Riemanniana con una conexio´n sime´trica, que es la de Levi-Civita. Esta cone-
xio´n es la que determina co´mo es el transporte paralelo de un vector sobre la variedad.





gρα(∂νgµα + ∂µgνα − ∂αgµν) (3.23)
La conexio´n Levi-Civita, se caracteriza por su compatibilidad con la me´trica, lo que
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significa que la derivada covariante de la me´trica es nula. A su vez por ser sime´trica
posee torsio´n nula, por lo que las curvas autoparalelas son las geode´sicas para esta
conexio´n.
Si utilizamos ahora el campo de te´tradas podemos construirnos una nueva nocio´n
de paralelismo, es decir una nueva conexio´n, donde un campo V sera´ autoparalelo si
sus componentes lorentzianas V a son constantes. Por lo tanto,
∂νV
a = ∂ν(V
µeaµ) = 0 (3.24)
o bien,
eaµ∂νV
µ + V µ∂νe
a
µ = 0 (3.25)
Contrayendo a izquierda con eρa, obtenemos
δρµ∂νV
µ + V µeρa∂νe
a
µ = 0 (3.26)
Entonces la derivada covariante que se anula cuando las componentes V a son cons-
tantes, es aquella asociada a la conexio´n de Weitzenbo¨ck, cuyas componentes expresa-


























a) ≡ 0. (3.29)
Este resultado es una consecuencia inmediata de la relacio´n de ortonormalidad de las
componentes lorentzianas en la ecuacio´n (3.6), que determina que dichas componentes
de ea son 1 o´ 0. En general, cuando una conexio´n no es sime´trica en base coordenada
se defina el tensor de torsio´n,
T λµν = Γ
λ
µν − Γλνµ. (3.30)
En el caso de la conexio´n de Weitzenbo¨ck la torsio´n T λµν resulta




µ − ∂µeaν). (3.31)
Puede verificarse que este objeto se comporta como un tensor ante cambio generales
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de coordenadas y tambie´n es invariante ante transformaciones de Lorentz (globales) en
el plano tangente.
Asimismo, utilizando la conexio´n de Weitzenbo¨ck podemos obtener el tensor de cur-
vatura Rλµνρ definido en el Cap´ıtulo 2 , el cual puede verificarse que es ide´nticamente
nulo. Este resultado es esperable dado que hemos definido la conexio´n de Weitzenbo¨ck
de forma tal de garantizar un paralelismo absoluto. Esto significa que podemos acceder
a la comparacio´n de dos vectores distantes, ya que el transporte paralelo es indepen-
diente del camino. De esta forma observamos que el espacio de Weitzenbo¨ck es un
espacio plano como el de Minkowski, en el sentido de que ambos poseen curvatura
nula.
A la luz de estos nuevos conceptos podemos reescribir la ecuacio´n de la geode´sica
en te´rminos de los nuevos campos. Para eso, definiremos la contorsio´n como el objeto
Kσµρ que es resultado de la diferencia entre dos conexiones arbitrarias, y por lo tanto
transforma como tensor. Es decir
Kσµρ =
{ }Γσµρ − Γˆσµρ (3.32)
En particular si tomamos la conexio´n de Weitzenbo¨ck (w)Γσµρ (la cual cumple que la
derivada covariante de la te´trada es ide´nticamente nula), y la de Levi-Civita definida




(T σµ ν + T
σ
ν µ − T σµν). (3.33)
Utilizando esta u´ltima expresio´n podemos reescribir la ecuacio´n que describe el movi-














Consecuentemente, vemos que la part´ıcula libremente gravitante en el espacio de
Weitzenbo¨ck se desv´ıa de las trayectorias paralelas por la accio´n de la parte sime´trica
de la contorsio´n. Es este u´ltimo te´rmino es donde esta´ contenida la fuerza gravitatoria.
3.2. Invariancia ante tranformaciones de Lorentz
En la seccio´n anterior se describio´ el transporte paralelo asociado a un campo de
te´tradas sobre la variedad. El transporte de un vector es paralelo cuando las proyeccio-
nes del mismo sobre la te´trada son constantes, por lo que las transformaciones globales
son una simetr´ıa en esta teor´ıa. Como las te´tradas cumplen la relacio´n dada por la
ecuacio´n (3.9) las transformaciones globales asociadas a la simetr´ıa son las correspon-
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dientes al grupo de Lorentz. En consecuencia, las ecuaciones que describan la forma
de las te´tradas en funcio´n de la distribucio´n de materia y energ´ıa, debera´n de ser
invariantes ante realizar transformaciones globales del grupo de Lorentz.
Ahora si bien las transformaciones globales del grupo de Lorentz son una simetr´ıa
clara en esta nueva geometr´ıa, las transformaciones locales no lo son. En RG los objetos
a estudiar son las componentes del tensor me´trico que se vinculan con los campos de
te´tradas segu´n la ec. (3.20), invariante ante transformaciones locales del grupo de
lorentz. La invariancia puede verse ya que por definicio´n el tensor me´trico es invisible
a transformaciones que suceden en el espacio tangente. Sin embargo en el espacio de
Weitzenbo¨ck, son justamente las transformaciones en el tangente las que determinan
la orientacio´n de estos campos y definen si la te´trada es paralela o no, perdiendo as´ı
la invariancia local. Sera´ entonces la distribucio´n de materia y energ´ıa la que orientara´
la te´trada sobre la variedad, dando como resultado una matriz eµa con 16 coeficientes,
que sera´ ma´s o menos simple segu´n el sistema de coordenadas {xµ} que se elija.
3.3. La Accio´n Teleparalela
En esta seccio´n nos proponemos construir una accio´n equivalente a la accio´n que
describe la dina´mica de la teor´ıa de la Relatividad General. Las ecuaciones que surgira´n
de esta nueva accio´n debera´n, por ser equivalentes a RG, ser invariantes locales de
Lorentz.
El equivalente teleparalelo consiste en reescribir al escalar R en te´rminos de la
te´trada y sus derivadas. Para ello, en la definicio´n del tensor de Riemann, se reemplaza
la conexio´n de Levi-Civita por la torsio´n y la contorsio´n v´ıa la ec. (3.32), quedando
todo expresado en te´rminos de las te´tradas y sus primeras derivadas. Luego, haciendo
las contracciones pertinentes, obtenemos R segu´n:





T λµνTµλν − T µν νTθθµ) + 2∂ν(eT θθ µ), (3.35)










θ − δνρT θµθ ) (3.36)
y el escalar de Weitzenbo¨ck T = S µνρ T
ρ
µν , podemos reescribir la ecuacio´n (3.35)
como:
|e|R = |e|T + 2∂µ(eT θθ µ) (3.37)
Dada esta relacio´n podemos entonces construir el Lagrangiano teleparalelo LT como




el cual difiere del Lagrangiano de Hilbert-Einstein so´lo en una derivada total, y con-
secuentemente involucra ecuaciones de movimiento equivalentes a las de la Relatividad
General.
Algo curioso a destacar es que en el Lagrangiano teleparalelo so´lo aparecen deri-
vadas primeras del campo dina´mico (la te´trada), resultando en ecuaciones de movi-
miento con derivadas de segundo orden. En contraposicio´n a e´sto, el Langrangiano de
Hilbert-Einstein posee derivadas segundas de la me´trica y por lo tanto sus ecuaciones
de movimiento deber´ıan ser de cuarto orden. Sin embargo estos te´rminos terminan
reagrupa´ndose en una derivada total que no aporta a la accio´n, resultando en las ecua-
ciones conocidas de Relatividad General.
Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos las ecuaciones movimiento
para el Lagrangiano teleparalelo [18],









eνa T = 4piG T νa . (3.39)
Estas son las ecuaciones de Einstein refraseadas en te´rminos teleparalelos.
Cap´ıtulo 4
Teor´ıas de Gravedad Modificada
Luego del temprano e´xito de RG en lo concerniente a la explicacio´n del perihelio
de Mercurio y de la deflexio´n de la luz por efecto del campo gravitatorio, siguieron
un conjunto de predicciones y observaciones que consagraron a RG como la teor´ıa que
mejor describe la interaccio´n gravitatoria hasta la fecha. Entre ellas, se encuentran la
prediccio´n de la expansio´n del Universo, la formacio´n de estructuras como las galaxias,
la abundancia de los elementos livianos como Hidro´geno y Helio, la radiacio´n remanente
conocida como radiacio´n co´smica de fondo, y la reciente confirmacio´n experimental de
la existencia de ondas gravitacionales [19].
Sin embargo, RG manifiesta ciertos aspectos formales que resultan patolo´gicos para
una teor´ıa f´ısica. La teor´ıa se resiste, a diferencia del resto de los teor´ıas fundamentales
de la naturaleza, a ser cuantizada. Si bien existen candidatos tendientes a resolver esta
problema´tica, como la Teor´ıa de Cuerdas, Loop Quantum Gravity y Causal Sets, entre
otras, no existe en la actualidad un consenso general al respecto. En el a´rea cosmolo´gica,
RG falla en explicar la aceleracio´n co´smica y el origen de la inflacio´n desde un punto
de vista puramente geome´trico. Por u´ltimo, RG presenta singularidades inherentes que
han generado discusiones desde su comienzo. Respecto a e´stas existen dos cuestiones de
principal intere´s, la singularidad que aparece en el origen del Universo y aquellas que
surgen del colapso gravitatorio. La existencia de ellas en la teor´ıa resulta patolo´gica
ya que involucra el concepto de incompletitud geode´sica. Esto, esencialmente, indica
que RG predice que para un observador cual fuere, bajo ciertas circunstancias, existe
un cierto valor de su tiempo propio donde e´l cesara´ de existir. Ma´s au´n, en una gran
cantidad de soluciones de las ecuaciones Einstein, existen “regiones” en donde el propio
concepto de espacio-tiempo no cuenta con una descripcio´n adecuada. En un principio se
creyo´ que tomando un sistema de coordenadas apropiado uno podr´ıa evitar los puntos
singulares, pero remarcablemente los teoremas de singularidad, provistos por Hawking
y Penrose [20], demuestran la inevitabilidad de las singularidades dentro de RG en
condiciones sumamente generales.
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Es por eso que esquemas modificados (cla´sicos) para la gravedad, han despertado
intere´s creciente en los u´ltimos an˜os. En lo que sigue, introduciremos uno de tales es-
quemas, conocido como teor´ıas de gravedad de tipo f(T ), centrales en nuestro trabajo.
Discutiremos primero su estructura, y luego ejemplificaremos la emergencia de frames
preferenciales en el contexto de estas teor´ıas. Finalmente, abordaremos la cuestio´n de
la invariancia de Lorentz remanente, y del grupo asociado. Este tema resulta central
en la problema´tica de la juntura, que se tratara´ en el cap´ıtulo pro´ximo, por lo que
ofrecemos varios ejemplos de grupos remanentes en 4.3.
4.1. Deformaciones f (T )
Con el fin de encarar ciertos aspectos inquietantes de la Relatividad General, en
la u´ltima de´cada se han estudiado una serie de teor´ıas de gravedad modificada. La
mayor parte de estas teor´ıas consiste en deformar un cierto Lagrangiano L (que en
nuestro caso sera´ el de Hilbert-Einstein) compuesto por un escalar L y un objeto |e|
que transforma como densidad, y reemplazarlo por otro LD = |e| f(L). La eleccio´n
de f sera´ tal que se preserven todos los resultados deseados de la teor´ıa original y la
modifique en el re´gimen adecuado.
Para ilustrar el procedimiento general, consideremos un Lagrangiano invariante
L = L(φa, φa,µ, φa,µν , ..., xµ) dependiente de ciertos campos φa y sus derivadas hasta
orden n, y una densidad e = e(φa, xµ). Las ecuaciones de Euler-Lagrange en vac´ıo para
el Lagrangiano deformado LD sera´n
























− f ′(L) ∂L
∂φa
+ (Lf ′(L)− f(L)) ∂e
∂φa
(4.1)
Si se busca deformar la teor´ıa a altas energ´ıas (L >> 1), entonces f debera´ cumplir
f(L) ' L+O(L2) (4.2)
i.e,
f(0) = 0, f ′(0) = 1 (4.3)
En general las ecuaciones (4.1) tendra´n soluciones diferentes a las de la teor´ıa ori-
ginal con L = eL. Sin embargo, no todas las soluciones resultan deformadas con este
procedimiento. Un ejemplo concreto son las soluciones de la teor´ıa de partida con L = 0,
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dado que si reemplazamos esta condicio´n en (4.1) y usamos (4.2) vemos que el u´ltimo
te´rmino en (4.1) se anula y que estas soluciones tambie´n resuelven las ecuaciones de
campo para el Lagrangiano deformado LD.
En Relatividad General el Lagrangiano de la teor´ıa esta´ compuesto por el escalar de
curvatura R el cual es nulo para todas las soluciones de vac´ıo de la teor´ıa, incluso tam-
bie´n lo es para aquellas fuentes con tensor-energ´ıa impulso con traza ide´nticamente cero
(como aquellas cosmolog´ıas, por ejemplo, cuyo contenido de materia esta´ conformado
por un fluido perfecto de radiacio´n). Entonces si realizamos una deformacio´n cumplien-
do (4.2), RG mantiene sus soluciones en teor´ıas deformadas del estilo LD ∝ √−gf(R).
Las teor´ıas f(R), a diferencia de otras teor´ıas deformadas, contienen en su Lagran-
giano derivadas segundas del objeto dina´mico, la me´trica. A pesar de esto, en el caso
de que f ≡ 1 los te´rminos de cuarto orden en las ecuaciones de Euler-Lagrange se
cancelan mutuamente dejando lugar a las ecuaciones de segundo orden conocidas de
RG. Sin embargo, al deformar con una f 6= 1 estos te´rminos siguen presentes dando
lugar a ecuaciones muy complicadas de tratar.
Incidentalmente, tambie´n podemos mencionar que no todas las f(R)’s que aparecen
en la literatura verifican las condiciones (4.2). Para evitar los contratiempos t´ıpicos de
las teor´ıas f(R), haremos uso de la maquinaria teleparalela tratada brevemente en el
cap´ıtulo 2. Como all´ı fue explicado, el Lagrangiano del equivalente teleparalelo de la
teor´ıa de Einstein, ec. (3.38), esta´ construido cuadra´ticamente con el tensor de torsio´n.
Esto implica que el Lagrangiano contiene so´lo derivadas primeras del vielbein eµa por lo
que las ecuaciones de movimiento sera´n siempre de segundo orden en las derivadas de la
te´trada. Remarcablemente, este hecho es cierto au´n cuando se consideran deformaciones






e(f(T )) + Lmat)dx, (4.4)
en donde f(T ) es una funcio´n arbitraria del invariante de Weitzenbck T = S µνρ T
ρ
µν .
Las ecuaciones de Euler Lagrange variando respecto de la te´trada dan a lugar a las
ecuaciones de movimiento








a ∂µT fTT +
1
4
e νa f = 4piG T νa , (4.5)
en donde las primas se refieren a la diferenciacio´n respecto del escalar T . Es claro ver
que al tomar f ≡ 1 uno recupera las ecuaciones de ETRG (4.8). El punto ma´s impor-
tante de esta construccio´n es que uno preserva el orden de derivadas en las ecuaciones
de movimiento au´n cuando la teor´ıa este´ deformada, a diferencia de las f(R)’s.
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4.2. Invariancia de Lorentz en las teor´ıas f (T )
4.2.1. Generalidades
En esta seccio´n discutiremos la accio´n del grupo de Lorentz sobre te´tradas solucio´n
de las ecuaciones de movimiento de una teor´ıa de tipo f(T ) arbitraria. Para ello,
resumiremos los aspectos ma´s relevantes del ana´lisis efectuado en [21], cuya lectura se
recomienda al lector interesado en los detalles. La motivacio´n de estudiar subgrupos
del grupo de Lorentz que ofician de grupos de simetr´ıa on shell de las teor´ıas f(T ),
proviene de un hecho simple; ante una transformacio´n de Lorentz efectuada sobre una
te´trada solucio´n ea
′
= Λ(x)ea, el invariante de Weitzenbo¨ck transforma segu´n
T → T ′ = T + derivada total (4.6)
Esta transformacio´n pone en evidencia que, en el caso de realizar deformaciones, las
transformaciones locales de la te´trada no dejan invariante al lagrangiano de la teor´ıa,
ya que el te´rmino de derivada total queda encapsulado en el argumento de la funcio´n f .
Para el caso en que f ≡ 1, esa derivada total es un te´rmino de borde que no participa
en las ecuaciones, y es as´ı que la RG, en su versio´n de teleparalelismo absoluto, resulta
invariante local.
Por razones que se explicara´n a continuacio´n, la ausencia de esta simetr´ıa no debe
ser vista como un aspecto oscuro de la teor´ıa. La u´nica dificultad que presenta radica
en cuestiones pra´cticas, ya que un par de te´tradas provenientes de la misma me´trica
vinculadas por una transformacio´n de Lorentz, resultan ser inequivalentes a los ojos de
la teor´ıa. Mientras que la primer te´trada ea mencionada es solucio´n de las ecuaciones
de movimiento, la segunda ea
′
= Λ(x)ea no constituye en general una solucio´n de las
ecuaciones. A continuacio´n se presentan dos ejemplos no triviales de te´tradas soluciones
de las teor´ıas f(T ), junto al modus operandi realizado para su obtencio´n. Estas solucio-
nes, correspondientes a un vac´ıo esta´tico y esfe´ricamente sime´trico (cuya contraparte
en RG es la me´trica de Schwarzschild), y a un espacio-tiempo iso´tropo y homoge´neo
de seccio´n espacial esfe´rica (cuya contraparte en RG es el modelo de FRW con K = 1),
muestran una estructura de campos dina´micos muy intrincada. Esta estructura esta´
relacionada estrechamente con la falta de invariancia local (en general), de las teor´ıas
f(T ).
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4.2.2. El frame de Schwarzschild
Las ecuaciones de campo de una teor´ıa f(T ), como se mostro´ en la seccio´n anterior,
son






µλ fT + S
µν
a ∂µT fTT +
1
4
e νa f = 4piG T νa . (4.7)
En ellas se esconde una propiedad crucial en lo que respecta a la obtencio´n de soluciones
de vac´ıo. Para captar su importancia, seguiremos la exposicio´n desarrollada en [22].
Consideremos una dada solucio´n de vac´ıo eνa(x) de la ecuaciones de Einstein con
constante cosmolo´gica Λ. Esto significa que la te´trada eνa(x) satisface las ecuaciones
(4.7) con f(T ) = T − 2Λ y T νµ = 0, i.e., eνa(x) satisface









eνa (T − 2Λ) = 0 . (4.8)
Es importante notar que, a pesar que eνa(x) constituye una solucio´n de vac´ıo, ese hecho
no significa en general que el escalar de Weitzenbo¨ck T sea nulo para dicha solucio´n
(como lo ser´ıa el escalar de Ricci R en las mismas circunstancias). Se puede ver fa´cil-
mente este punto contrayendo la ecuacio´n (4.8) con la te´trada inversa eaν(x). En tal
caso, se obtiene la ecuacio´n escalar
eaν ∂µ(e S
µν
a ) = 2 eΛ , (4.9)
la cual, en principio, no obliga al invariante T a ser nulo o constante para soluciones
de vac´ıo. Sin embargo, debido a la relacio´n
T = −R + 2 e−1 ∂ν(e T σνσ ), (4.10)
vemos que el escalar debe reducirse a una derivada total en este caso.
Dado que RG o su equivalente teleparalelo permiten efectuar transformaciones lo-
cales de Lorentz a una dada te´trada, nos podr´ıamos preguntar si la solucio´n en cuestio´n
puede ser vista como un frame transformado e¯a(x) = Λab (x) e
b(x) que conduzca a un
invariante de Weitzenbo¨ck T constante, digamos T [e¯a] = 2Λ¯. Por supuesto, la exis-
tencia de tal frame es independiente de las coordenadas elegidas, y no tiene efecto
alguno sobre la me´trica porque g se construye con la te´trada segu´n g = ηab e
a ⊗ eb,
relacio´n que es claramente invariante local. De acuerdo a (4.10), estar´ıamos buscando
una transformacio´n de Lorentz Λab (x) tal que
Λ¯ = e−1 ∂ν(e T σνσ [e¯
a]) , (4.11)
porque R[e¯a] = R[ea] = 0 para soluciones de vac´ıo, y e¯ = e. Supongamos que luego de
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haber encontrado tal frame, lo reemplazamos en las ecuaciones de movimiento (4.7).
Si fT (2Λ¯) 6= 0 el resultado es












= 0 . (4.12)
Dado que e¯a(x) es una solucio´n de las ecuaciones de Einstein (4.8) con T = 2Λ¯, entonces
tambie´n resolvera´ las ecuaciones f(T ) en vac´ıo con tal que
2(Λ¯− Λ) = f(2Λ¯)
fT (2Λ¯)
. (4.13)
De esta forma, hemos obtenido un resultado muy simple pero notablemente poderoso;
si podemos encontrar en la teor´ıa de Einstein el frame (localmente rotado) e¯ a(x) de
forma tal que T [e¯a] = 2Λ¯, entonces este frame especial tambie´n resolvera´ las ecuaciones
de movimiento de la teor´ıa f(T ) que verifiquen (4.13). Por ejemplo, una solucio´n de
vac´ıo de RG con Λ¯ = 0 = Λ tambie´n resolvera´ cualquier deformacio´n ultravioleta de
RG, es decir, aquella que verifique
f(T ) = T +O(T 2), i.e., f(0) = 0, f ′(0) = 1 . (4.14)
En lo que sigue, sacaremos ventaja de esta propiedad para mostrar que la geometr´ıa
de Schwarzschild emerge como solucio´n de cualquier teor´ıa de tipo f(T ) que cumpla
las condiciones ultravioletas (4.14). Resulta relativamente fa´cil verificar la inaptitud de














e2 = r dθ ,
e3 = r sin θ dφ , (4.15)










− r2 dΩ2 , (4.16)
no es una solucio´n consistente de las ecuaciones dina´micas de las teor´ıas f(T ). De
hecho, la componente r-θ de la ecuacio´n de movimiento (4.7), dada por
fTT (16M
3 − 8M2r − 2Mr2 + r3) = 0 , (4.17)
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claramente no puede ser satisfecha excepto en el caso f(T ) = T − 2Λ. Peor au´n, si
fTT 6= 0 la ecuacio´n (4.17) no es satisfecha ni siquiera si M = 0, lo cual indica que la
te´trada (4.15) con M = 0 resulta insatisfactoria tambie´n para describir al espacio de
Minkowski en teor´ıas f(T ) arbitrarias.
Por supuesto, la paralelizacio´n del espacio de Minkowski esta´ generada por la base
Cartesiana {dxa}. Por el contrario, el frame (4.15) genera c´ırculos, los cuales ciertamen-
te no son curvas autoparalelas del espacio plano. Sin embargo, este hecho no significa
en modo alguno que no existe solucio´n de Schwarzschild en las teor´ıas f(T ), sino, en
cambio, que el frame (4.15) no es correcto en lo que respecta a la descripcio´n de dicho
espacio-tiempo. De hecho, mostraremos ahora que el espacio-tiempo de Schwarzschild
emerge como solucio´n de vac´ıo de cualquier teor´ıa f(T ) que satisfaga las condiciones
(4.14), aunque lo hace de una manera un tanto intrincada.
Para empezar la construccio´n, consideremos la me´trica de Schwarzschild en coor-
denadas isotro´picas
ds2 = A(ρ)2 dt2 −B(ρ)2 (dx2 + dy2 + dz2) , (4.18)
en donde las funciones A y B dependen de la coordenada radial ρ =
√












La carta isotro´pica cubre solamente la regio´n exterior del espacio-tiempo de Schwarzs-
child, como resulta claro de la relacio´n entre la coordenada ρ y la coordenada radial r
usual en el gauge de Schwarzschild, relacio´n que luce
√
r2 − 2Mr + r −M = 2ρ . (4.20)
Introduciremos ahora el frame asinto´tico, el cual se supone que debe ser una buena
aproximacio´n al frame real (f´ısico) en el infinito espacial, en donde el espacio-tiempo
posee una estructura Minkowskiana. Este frame proviene de tomar la ra´ız cuadrada de
la me´trica (4.18), as´ı que tenemos
e0 = A(ρ) dt ,
e1 = B(ρ) dx ,
e2 = B(ρ) dy ,
e3 = B(ρ) dz . (4.21)
El frame (4.21), contrariamente al dado por (4.15), es particularmente u´til como punto
de partida porque captura el significado geome´trico asinto´tico del proceso de paraleliza-
cio´n, reflejado en el hecho de que, en el infinito espacial, tenemos el frame Minkowskiano
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eaµ(∞) = δaµ que lleva a un tensor de torsio´n nulo. Sin embargo, el frame asinto´tico no es
capaz tampoco de proveer una descripcio´n global del espacio-tiempo de Schwarzschild,
como puede ser fa´cilmente verificado al reemplazarlo en las ecuaciones de movimiento.
De acuerdo a lo indicado por la ecuacio´n (4.11), deber´ıamos buscar una transforma-
cio´n de Lorentz de tal forma que, luego de actuar en el frame (4.21), el invariante de
Weitzenbo¨ck devenga nulo. Teniendo en cuenta esto, y el hecho que el invariante de
Weitzenbo¨ck proveniente de la te´trada (4.21) involucra tanto a las funciones A(ρ) y
B(ρ) como a sus primeras derivadas, concentraremos la bu´squeda en un boost radial






, β(ρ) = v(ρ)/c , (4.22)
encontramos que el boost radial ma´s general obtenido a partir de (4.21) posee la es-
tructura























en donde Π1 =
√
γ2(ρ)− 1ρ y Π2 = (γ(ρ) − 1)/ρ2. La expresio´n del escalar de Weit-
zenbo¨ck correspondiente al frame boosteado (4.23) es bastante complicada, y no es
necesario su escritura para los propo´sitos inmediatos. Sin embargo, se puede constatar
fa´cilmente que con la forma (4.19) para las funciones A(ρ) y B(ρ), el invariante es nulo
si y so´lo si el para´metro del boost γ(ρ) se elige de acuerdo a
γ(ρ) =
4ρ2 +M2
4ρ2 −M2 . (4.24)
De hecho, las componentes no nulas de Tλµν y Sλµν en este caso son


















xβ α 6= β , (4.25)
adema´s de aquellas provenientes de la antisimetr´ıa (xα se refiere a x, y, z); as´ı, puede
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verificarse que T = SλµνTλµν se anula.
Resulta evidente que el frame boosteado (4.23) se reduce a (4.21) asinto´ticamente, lo
cual implica que la velocidad del boost tiende asinto´ticamente a cero. Adema´s, conforme
ρ se aproxima al horizonte del agujero negro ubicado en ρh = M/2, la velocidad del
boost tiende a la de la luz.
Es importante remarcar que la expresio´n (4.23) no es va´lida en la regio´n r ≤ 2M ,
puesto que la carta isotro´pica no cubre esa parte del espacio-tiempo. Si uno quisiese
conocer la expresio´n del frame en esa regio´n, deber´ıa cambiar coordenadas adecuada-
mente. Este hecho, por supuesto, no afectar´ıa a la anulacio´n del escalar de Weitzenbo¨ck.
Por ejemplo, podr´ıamos obtener la ma´xima extensio´n anal´ıtica del espacio-tiempo de







se refiere a la carta de Kruskal y xµ a la isotro´pica. Es importante no-
tar, entonces, que e¯aµ′ constituir´ıa el mismo frame pero en un sistema de coordenadas
distinto.
La existencia del frame de Schwarzschild (4.23) automa´ticamente prueba que el
espacio-tiempo de Schwarzschild es solucio´n de vac´ıo de cualquier teor´ıa f(T ) ultra-
violeta (esto es, cuya funcio´n f(T ) satisface las condiciones (4.14)). Sin embargo, in-
dependientemente del hecho de que ambos frames (4.21) y (4.23) conducen a la misma
me´trica (4.18), lo cual constituye un hecho trivial en RG, el u´nico1 frame consistente
en cuanto a la descripcio´n del espacio-tiempo de Schwarzschild en el contexto de las
teor´ıas f(T ), es el frame de Schwarzschild (4.23).
4.2.3. El frame de FRW, Universo cerrado
En el siguiente ejemplo veremos el proceso de obtencio´n del frame solucio´n a la
cosmolog´ıa de Friedmann-Robertson-Walker con K = 1 en las teor´ıas f(T ), como se
expone en [23]. La me´trica que describe la geometr´ıa del Universo de FRW cerrado es
ds2 = dt2 − a2(t) [dψ2 + sin(ψ)2 (dθ2 + sin2θ dφ2)] . (4.27)
donde ψ,θ,φ son coordenadas sobre la 3-esfera, y a(t) es el factor de escala.
Uno aqu´ı, como primera opcio´n, podr´ıa proponer el siguiente frame (ingenuo) para
1A menos de transformaciones del grupo remanente.




e2′ = a(t) sin(ψ)dθ
e3′ = a(t) sin(ψ) sin θdφ.
(4.28)
Sin embargo, esta opcio´n es incompatible con las ecuaciones de campo ya que este
conjunto de te´tradas no paraleliza correctamente la variedad. La manifestacio´n de ello
se ve en el escalar de Weitzenbo¨ck T resultante
T = 2[a−2 cot2(ψ)− 3H2]. (4.29)
El hecho de que posea dependencia expl´ıcita en ψ, rompe con la isotrop´ıa y homoge-
neidad del modelo FRW en cuestio´n, descartando as´ı el frame propuesto como posible
solucio´n. Una confirmacio´n de este argumento de simetr´ıa se obtiene al constatar la
inconsistencia de las ecuaciones de movimiento.
Procedemos entonces en obtener una correcta paralelizacio´n del espacio-tiempo,
utilizando la te´cnica detallada en [24]. Comenzamos utilizando el frame ingenuo (4.28)
y aplicamos sobre e´l una transformacio´n local de Lorentz apropiada. La transformacio´n
en cuestio´n consiste en en una rotacio´n espacial a la te´trada e1′, e2′ y e3′ con a´ngulos







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosφ sinφ
0 0 − sinφ cosφ


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosψ sinψ
0 0 − sinψ cosψ
 ,
(4.31)
y φ ∈ [0, 2pi), θ ∈ [0, pi),ψ ∈ [0, pi). De esta manera el frame resultante es
e0 = dt, e1 = a(t) E1, e2 = a(t) E2, e3 = a(t) E3 (4.32)
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donde,
E1 = −c(θ)dψ + s(ψ)s(θ) (c(ψ)dθ − s(ψ)s(θ)dφ)
E2 = s(θ)c(φ)dψ − s(ψ) [(s(ψ)s(φ)− c(ψ)c(θ)c(φ))dθ +
+ (c(ψ)s(φ) + s(ψ)c(θ)c(φ)) s(θ)dφ ]
E3 = −s(θ)s(φ)dψ − s(ψ) [(s(ψ)c(φ) + c(ψ)c(θ)s(φ))dθ +
+ (c(ψ)c(φ)− s(ψ)c(θ)s(φ)) s(θ)dφ ]
(4.33)
Vale la pena aclarar que, dado que los frames (4.28) y (4.32) esta´n relacionados
por una transformacio´n de Lorentz, la me´trica resultante de ambos coincide y sera´ la
presentada en (4.27).
El escalar T resultante del nuevo frame es entonces
T = 6(−a−2 −H2), (4.34)
que no posee inconsistencias en las simetr´ıas de FRW que s´ı se observaban en el primer
frame.
Puede verse en [23] que, luego de reemplazarse el frame resultante (4.32) en la
ecuaciones de campo, se obtiene un conjunto de ecuaciones consistentes para el factor
de escala a(t). Naturalmente, la forma funcional del factor de escala reposara´ finalmente
en el tipo de funcio´n f(T ) que se considere. Sin embargo, el frame (4.32) conduce a un
sistema consistente para cualquier funcio´n f(T ).
4.3. El grupo remanente
Ambos ejemplos expuestos en la seccio´n anterior fueron v´ıctimas de que el frame
diagonal de partida no era una correcta paralelizacio´n de la variedad en cuestio´n. Las
trasformaciones que se realizaron en ambos casos sobre los frames diagonales, fueron
transformaciones de Lorentz apropiadas tal que los campos de te´tradas resultantes
sean solucio´n de la teor´ıa. Como ya fue mencionado, no todas las transformaciones
a aplicar mantienen el cara´cter de solucio´n de los frames, sin embargo existe lo que
se denomina el grupo remanente, un subgrupo de transformaciones de Lorentz que
preserva las ecuaciones de movimiento para las teor´ıas f(T ). Este subgrupo del grupo
de Lorentz actu´a on shell, es decir, a nivel de las soluciones. La descripcio´n del mismo
y su importancia a la hora de las junturas de soluciones, sera´n discutidas en lo que
sigue.
En la referencia [21], se muestra que la forma espec´ıfica del te´rmino de superficie
que aparece en (4.6), esta´ dada por
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d(abcd e





e se refiere a las matrices de Lorentz operando sobre la 1-forma e
a, ∧ es el
producto wedge, y el operador d es la derivada exterior.
La expresio´n (4.35) nos ensen˜a que al afectar a una cierta te´trada ea con una trans-





a que conduce a un invariante T ′ que
difiere del original T por un te´rmino de superficie sujeto al espacio-tiempo en conside-
racio´n, y al tipo de transformacio´n de Lorentz efectuada. El grupo remanente de un
cierto espacio-tiempo ea estara´ caracterizado, entonces, por aquellas transformaciones
locales que anulen el te´rmino de superficie (4.35). Claramente, el grupo global de Lo-
rentz es parte del grupo remanente de cualquier espacio dado por ea. Sin embargo, lo
fundamental es entender que´ tipo de transformaciones locales, pueden ser efectuadas
sobre una dada te´trada.
Para comprender ma´s en profundidad este asunto, denotemos por A(ea) al conjunto
de transformaciones locales que conduzcan a la anulacio´n del te´rmino (4.35), para una
dada solucio´n ea. De esta forma, A(ea) representa al conjunto de transformaciones de
Lorentz admisibles por un dado espacio-tiempo, con lo cual es un conjunto definido on-
shell. Debido al cara´cter no lineal de la expresio´n (4.35), el conjunto A(ea) no sera´ un
grupo de Lie en general; de hecho, si Λ y Λ′ pertenecen a A(ea), entonces el producto
Λ Λ′ no necesariamente pertenecera´ A(ea). Sin embargo, si tenemos un elemento de
A(ea), entonces la transformacio´n inversa tambie´n estara´ en A(ea). Esto es debido a









por −Λf ′e dΛcf ′ , sin afectar la anulacio´n de la expresio´n.
A la luz de estos comentarios, resulta pertinente indagar bajo que´ circunstancias el
conjunto A(ea) resulta un grupo de Lie. Para eso, escribamos las transformaciones de
Lorentz como









en donde σcd(x) representan los para´metros de la transformacio´n, y Mcd son seis ma-
trices generadoras del grupo de Lorentz. Los generadores Mcd satisfacen el a´lgebra
[Mab, Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc. (4.37)





c ηdb′ − δad ηcb′ . (4.38)
En te´rminos de los generadores de boosts Kα = M0α y rotaciones Jα = −12αβγMβγ,
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el a´lgebra (4.37) es
[Jα, Jβ] = αβγ J
γ (4.39)
[Kα, Kβ] = −αβγ Jγ
[Kα, Jβ] = αβγ K
γ.
Para transformaciones infinitesimales, la expresio´n (4.36) toma la forma









En este caso obtenemos










dσgh (δcg ηhe − δch ηge) = ηge dσgc,
en donde hemos usado σgh = −σhg. De esta forma, la ecuacio´n (4.35) resulta
d(abcd e
a ∧ eb ∧ dσcd) = 0 , (4.42)
o, equivalentemente,
abcd d(e
a ∧ eb) ∧ dσcd = 0 . (4.43)
Como era de esperarse, la expresio´n (4.43) es lineal en σcd, lo cual significa que la
composicio´n de dos transformaciones locales infinitesimales pertenecientes a A(ea),
satisface la ec. (4.43) al orden ma´s bajo en la derivada de sus para´metros.
Aqu´ı resulta relevante clasificar a las soluciones de las ecuaciones de movimiento de
acuerdo al nu´mero de 2-formas cerradas que involucran. Dado que la 2-forma ea ∧ eb
es un a´rea, una dada solucio´n ea sera´ llamada n-te´trada de a´rea cerrada (en breve,
n-TAC), si se satisface d(ea ∧ eb) = 0 para n de los diferentes pares (a-b) (0 ≤ n ≤ 6).
Para entender la importancia de esta clasificacio´n, procederemos constructivamente,
empezando por considerar un 1-TAC. Supongamos, por ejemplo, que d(e0 ∧ e3) = 0,
lo que implica que el para´metro local σ12 en (4.43) puede ser elegido arbitrariamente
sin atentar contra la anulacio´n de la expresio´n. Entonces, obtenemos un subgrupo 1-
dimensional de transformaciones infinitesimales, el subgrupo de rotaciones en torno a
x3. Naturalmente, este razonamiento es aplicable a cualquier otra a´rea cerrada tambie´n,
por ejemplo, a d(e1 ∧ e2) = 0, si fuera el caso.
Es claro, entonces, que procediendo ana´logamente con n-TAC’s (n > 1), llegaremos
finalmente a un ma´ximo de generadores infinitesimales libres cuando n = 6. Este
importante resultado indica que si ea representa un 6-TAC, entonces tendremos
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SO(3, 1)inf ⊂ A(ea), (4.44)
en donde SO(3, 1)inf representa el grupo local de Lorentz infinitesimal.
Resultados de este tipo pueden ser extendidos al caso de transformaciones locales
generales, ya no infinitesimales. El lector esta´ invitado a consultar la referencia [21]
para ver detalles en esta direccio´n. Sin embargo, en la presente exposicio´n nos referire-
mos a transformaciones infinitesimales solamente, puesto que son suficientes para los
propo´sitos en consideracio´n.
Ejemplos importantes de n-TAC’s, y de sus grupos remanentes, son:
1. Espacio de Minkowski: quiza´s el ejemplo ma´s importante, puesto que constituye el
escenario geome´trico en el cual transitamos en nuestra experiencia cotidiana. Un
frame correcto, es decir, una paralelizacio´n del espacio de Minkowski, esta´ dada
por el frame Eucl´ıdeo ea = δab dx
b (las xb’s se refieren a x0,α, en donde xα son
coordenadas Cartesianas). Como la torsio´n asociada a este frame es ide´nticamente
nula, el escalar de Weitzenbo¨ck tambie´n lo es, de forma que el frame Eucl´ıdeo es
una solucio´n de vac´ıo de cualquier teor´ıa f(T ) que sea una deformacio´n suave de
RG (ver [22]).
El frame Eucl´ıdeo constituye el mejor ejemplo (sino el u´nico), de un 6-TAC. Esto
significa que cualquier teor´ıa f(T ) que este´ caracterizada por una funcio´n suave
en T = 0 no distingue localmente frames conectados por transformaciones de
Lorentz infinitesimales. En otras palabras, la ausencia de gravedad en teor´ıas
de gravedad de tipo f(T ) se revela como una incapacidad en la seleccio´n de
una paralelizacio´n preferencial a nivel local. Esto podr´ıa interpretarse como una
realizacio´n del Principio de Equivalencia en las teor´ıas f(T ).
El grupo remanente del espacio de Minkowski va mucho ma´s alla´ del grupo de
transformaciones infinitesimales de Lorentz, como fue establecido en la Ref. [21].
Si bien no nos sumergiremos en esta cuestio´n, s´ı es preciso mencionar que exis-
ten transformaciones locales con dependencia restringida de las coordenadas que
pertenecen a A(Min). Una de ellas, que sera´ importante al ejemplificar la pro-
blema´tica de la juntura en el cap´ıtulo siguiente, es el boost en el plano t − x
operando sobre la te´trada Eucl´ıdea, conduciendo al frame boosteado
e0 = cosh(θ(t))dt+ sinh(θ(t))dx,
e1 = sinh(θ(t))dt+ cosh(θ(t))dx,
e2 = dy,
e3 = dz. (4.45)
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El para´metro del boost θ(t), no esta´ ya limitado a ser una funcio´n infinitesimal
del estilo θ(t) =  ϑ(t), con  << 1 y ϑ(t) acotada. Sin embargo, esta´ restringido a
depender so´lo del tiempo. Consideraciones de este estilo son va´lidas para boost en
los otros planos, como as´ı tambie´n, para rotaciones en torno a los tres ejes. Trans-
formaciones locales ma´s generales (con dependencia parcial en las coordenadas
espaciales), tambie´n existen en A(Min) [21].
2. Cosmolog´ıas Bianchi de tipo I: Las me´tricas en cuestio´n representan espacio-
tiempos homoge´neos pero no iso´tropos, cuyo elemento de l´ınea es
ds2 = dt2 − a21(t) dx2 − a22(t) dy2 − a23(t) dz2, (4.46)
en donde se han usado coordenadas pseudo-eucl´ıdeas (t, x, y, z), y ai(t) son los
factores de escala asociados a las distintas direcciones espaciales. La topolog´ıa de
estos espacios es R4, as´ı que una paralelizacio´n admisible esta´ dada por la te´trada
e0 = dt, e1 = a1(t) dx, e
2 = a2(t) dy, e
3 = a3(t) dz. (4.47)
Es fa´cil comprobar que d(e0 ∧ eα) = 0, ∀α, con lo cual la te´trada (4.47) es un
3-TAC. Entre las me´tricas de la forma (4.46), se encuentra el importante caso
dado por a1 = a2 = a3 ≡ a, correspondiente a una cosmolog´ıa de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) iso´tropa y homoge´nea, de seccio´n espacial plana. Dada
la importancia cosmolo´gica que estas me´tricas poseen, discutiremos con cierto
detalle el grupo remanente asociado al frame
e0 = dt, e1 = a(t) dx, e2 = a(t) dy, e3 = a(t) dz. (4.48)
Debido a ser 3-TAC, es claro que el grupo remanente asociado a (4.48), contendra´
tres subgrupos 1-dimensionales del grupo de Lorentz. De hecho, la ecuacio´n (4.43)
es verificada por cualquier rotacio´n local σβγ(xa) de la te´trada diagonal ea, porque
para cada par (0α), tenemos un par (β γ) (con estos u´ltimos, distintos de α),
habiendo tres de tales pares. Debido a esto, concluimos que A(ea) incluye los tres
subgrupos 1-parame´tricos de rotaciones en torno a un determinado eje.
Adema´s de los subgrupos uniparame´tricos mencionados, A(ea) contiene una es-
tructura ma´s rica. Notemos que eα ∧ eβ no es cerrada para (4.48). Sin embargo,
tenemos que
d(eα ∧ eβ) = 2a ·a dt ∧ dxα ∧ dxβ. (4.49)
Debido a esta relacio´n, puede concluirse que el grupo remanente contendra´ tam-
46 Teor´ıas de Gravedad Modificada
bie´n tres boosts σ0γ(t, xα, xβ) (notar que γ 6= α 6= β). Esto se sigue del hecho
que la 1-forma dσ0γ en la ec. (4.43) no contiene un te´rmino proporcional a dxγ,
de forma que el producto wedge d(eα ∧ eβ) ∧ dσ0γ es nulo. Entonces, para este
3-TAC particular, tenemos que A(ea) no contiene so´lo tres, sino seis generadores
independientes σ0γ(t, xα, xβ) y σβγ(xµ). Sin embargo, es importante notar que los
tres subgrupos 1-parame´tricos de boosts en una direccio´n dada (generados por
σ0γ(t, xα, xβ)), esta´n limitados a tener una dependencia restringida en las coor-
denadas espacio-temporales xµ. Por ejemplo, si considera´ramos un boost en el
plano t − x, tendr´ıamos que el generador podr´ıa depender so´lo de (t, y, z). Para
boosts en los otros planos, rigen consideraciones ana´logas.
Debido a lo recie´n expuesto, podemos reorganizar a los seis generadores menciona-
dos en tres subgrupos abelianos 2-dimensionales con dependencia restringida en
las coordenadas espacio-temporales. En concreto, los siguientes grupos abelianos
2-dimensionales estara´n contenidos en A(ea):
{Kx(t, y, z), Jx(xµ)}
{Ky(t, x, z), Jy(xµ)}
{Kz(t, x, y), Jz(xµ)}. (4.50)
Cap´ıtulo 5
La Problema´tica de la Juntura
5.1. Juntura de te´tradas
En el Cap´ıtulo 1 se describio´ como empalmar dos soluciones para la me´trica del
espacio-tiempo utilizando las condiciones de Israel. En el caso de que el campo dina´mico
de la teor´ıa sean las te´tradas eaµ, como en ETRG o en las teor´ıas f(T ), la problema´tica de
la juntura conlleva nuevas dificultades. No sera´ so´lo el hecho de que las coordenadas en
las cuales escribamos los campos no son en general comparables, sino que en la mayor´ıa
de los casos el empalme tendra´ e´xito exclusivamente si se aplica una transformacio´n del
grupo remanente apropiada. Esto introduce la necesidad de conocer el grupo remanente
de cada solucio´n obtenida y, como se describio´ en (4.3), puede resultar en una tarea
lejos de ser sencilla.
En este cap´ıtulo se presentan dos ejemplos de empalme de te´tradas soluciones a
las f(T ), el espacio de Minkowski y la cuerda de Gott. Por u´ltimo se presenta la
obtencio´n de un frame estelar, el cual es un primer paso para la construccio´n de una
solucio´n global del espacio tiempo de una estrella. Habiendo ya obtenido tambie´n el
frame de Schwarzschild (4.2.2), sera´ parte de futuras contribuciones estudiar sus grupos
remanentes para as´ı concretar la juntura.
5.2. Un ejemplo muy descriptivo. Juntura en el es-
pacio de Minkowski
Resulta interesante ilustrar la naturaleza del problema de juntura a nivel del cam-
po de te´tradas con un ejemplo muy sencillo. Para eso, consideremos el espacio de
Minkowski que, como vimos oportunamente, esta´ representado por el 6-TAC Eucl´ıdeo
e0 = dt, e1 = dx, e2 = dy, e3 = dz. Este frame constituye una base global del espacio
tangente, es decir, una paralelizacio´n del espacio de Minkowski. Sin embargo, como
adelantamos en (4.3), existen muchos otros frames correctos para describir el espacio
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de Minkowski, relacionados con el frame Eucl´ıdeo mediante una transformacio´n per-
teneciente a A(Min). En lo que sigue, haremos uso de algunos de estos frames para
tratar el problema de juntura de te´tradas en dos hipersuperficies que separan al espacio
de Minkowski en tres regiones.
Entonces, sea Min = Min1 ∪Min2 ∪Min3, en donde
Min1 = {(t, x, y, z) ∈Min | t ≥ 1},
Min2 = {(t, x, y, z) ∈Min | − 1 < t < 1},
Min3 = {(t, x, y, z) ∈Min | t ≤ −1}.
Estrictamente hablando, Min1 y Min3 ser´ıan subvariedades con borde del espacio
de Minkowski, aunque esta sutileza no es importante para lo que se quiere ilustrar.
Podr´ıamos pensar, entonces, que tenemos tres regiones del espacio de Minkowski con
campos de te´tradas distintos que queremos empalmar para reconstruir el espacio to-
tal. La u´nica restriccio´n, es que los campos asociados a cada regio´n deben ser frames
correctos, en el sentido de que deben ser soluciones a las ecuaciones de movimiento de
las teor´ıas f(T ) en vac´ıo, y con topolog´ıa R4.
Por supuesto, este problema es trivial en RG, puesto que cualquiera sea el frame,
la me´trica sera´ la de Minkowski en cada regio´n, y entonces el empalme resulta au-
toma´tico. Sin embargo, en las teor´ıas f(T ), los frames son no triviales, y au´n teniendo
te´tradas correctas en cada regio´n, no es claro que vayan a empalmar en forma suave,
sobre las hipersuperficies de juntura. La suavidad ser´ıa necesaria, puesto que sobre la
superficie de juntura no se exhibe ninguna distribucio´n de materia que pueda forzar
una discontinuidad en la derivada de la te´trada.
Por simplicidad, consideremos los siguientes campos de te´tradas en las distintas
regiones:







e0 = cosh(θ0)dt+ sinh(θ0)dx,







en donde θ0 es una constante no nula. EL panorama es, entonces, que en Min1 y Min3
tenemos el frame Eucl´ıdeo, mientras que en Min2 el espacio esta´ descripto por un boost
global en el plano (t, x) (Ver figura 5.1) en el plano (t− x)). Como mencionamos ma´s
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arriba, al nivel de RG, las tres porciones describen el mismo tensor me´trico eaebηab. Sin
embargo, al nivel de la te´trada, tenemos tres regiones descriptas por campos de 1-formas
que no empalman en las hipersuperficies t = ±1, puesto que θ0 6= 0, y entonces los
l´ımites de los respectivos campos en dichas superficies no esta´n definidos. Esto significa
que, a pesar de que cada te´trada es solucio´n de las ecuaciones de movimiento de vac´ıo
de una teor´ıa f(T ) suave, pero arbitraria (esto es as´ı puesto que la te´trada en Min2 es
simplemente un transformacio´n de Lorentz global, que es siempre simetr´ıa de la teor´ıa),
no podemos hablar de una solucio´n global de Min. Es por eso que la te´cnica a utilizar
en un problema de juntura, tendra´ que ver con la libertad de efectuar transformaciones
del grupo remanente, para torcer localmente la te´trada (cerca de la hipersuperficie de
juntura), y efectuar as´ı el empalme suave de los campos representativos de esta regio´n.
Como discutimos oportunamente en 4.3, entre las te´tradas permitidas para describir
correctamente el espacio de Minkowski, se encuentran boosts locales del frame Eucl´ıdeo
(Ver Ec. (4.45)). Para proceder con el empalme, es suficiente entonces considerar la
siguiente te´trada,







e0 = cosh(θ(t))dt+ sinh(θ(t))dx,







que difiere de (5.1), so´lo en la localidad del para´metro del boost θ0. Debido a que
Min2 esta´ correctamente descripto por la te´trada boosteada con una funcio´n local
θ(t) arbitraria, tenemos completa libertad para efectuar el empalme suave en t =
±1 simplemente eligiendo convenientemente θ(t). Ba´sicamente, tenemos que encontrar
funciones suaves que interpolen entre θ = θ0 y θ = 0, con derivada nula en t = ±1.




(1 + cos(pi t)). (5.3)
La te´trada (5.2) con la funcio´n as´ı obtenida, entonces, constituye una paralelizacio´n
global del espacio de Minkowski, puesto que representa una base global, suave, y no
nula en todo el espacio. Una imagen cualitativa de este proceso, se muestra en 5.1.
Normalmente, la juntura de te´tradas tendra´ que ser sobrellevada sobre hipersuper-
ficies que separan espacios con simetr´ıas muy dispares, no como el caso simple que
estamos considerando. Au´n as´ı, vemos que el proceso es sumamente complejo, puesto
que no se remite a efectuar cambios de coordenadas en ambos espacios, de forma tal
que la hipersuperficie de juntura admita una descripcio´n consistente en ambas coorde-
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Figura 5.1: Diagrama de tres frames de Minkowski en el plano (t− x). En la primera imagen
se muestra como el frame en Min 2 no empalma de forma continua con los dema´s. En la segunda
puede verse como luego de una transformacio´n local de Lorentz la juntura se efectu´a de forma
continua y con primera derivada continua.
nadas. El proceso es ma´s complejo porque involucra transformaciones de Lorentz que
normalmente no esta´n permitidas debido a la falta de invariancia local general de las
teor´ıas f(T ). Este ejemplo ensen˜a, entonces, que la caracterizacio´n del grupo remanente
en los espacios a juntar, resulta crucial.
5.3. La cuerda de Gott en teor´ıas f (T )
En este apartado discutiremos el problema de juntura en la gravedad de tipo f(T ),
ana´logo a la solucio´n de Gott en RG (ver, 2.4). Para empezar, deberemos describir las
soluciones correspondientes a ambas regiones (exterior e interior), pero en el contexto
de las teor´ıas f(T ). En general, este es un problema per se, puesto que involucra la
obtencio´n de nuevas soluciones que son deformaciones de aquellas dadas por RG. Sin
embargo, y debido a la alta simetr´ıa del espacio-tiempo de Gott, las soluciones en ambas
regiones no se ven modificadas. Pasaremos a mostrar esta u´ltima propiedad primero.
En el vac´ıo exterior, la te´trada solucio´n de RG es
e0 = dt,
e1 = dr,
e2 = r cos θM dφ,
e3 = dz, (5.4)
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en donde t, z ∈ (−∞,∞), r ∈ [r0 sin θMcos θM ,∞), y φ ∈ [0, 2pi). Es fa´cil verificar que el
frame (5.4) es solucio´n de cualquier teor´ıa f(T ) ultravioleta. Una forma, es calcular el
invariante de Weitzenbo¨ck T , que resulta nulo para esta solucio´n. Entonces, utilizando el
argumento desarrollado en la seccio´n (4.2.2), es inmediato que la te´trada (5.4) resuelve
las ecuaciones deformadas (4.7) en vac´ıo. Otra forma, que en u´ltima instancia es una
variante de la recie´n mencionada, es escribir expl´ıcitamente las ecuaciones. Las u´nicas
ecuaciones no triviales son
f(T ) = 0,
f(T ) cos θM
4r
= 0. (5.5)
Evidentemente, estas ecuaciones se satisfacen automa´ticamente puesto que T = 0 para
la solucio´n, y f(0) = 0 por ser una deformacio´n suave de la teor´ıa de Einstein. Notemos,
en cambio, que una teor´ıa del tipo f(T ) = T + αT−1 no verificara´ estas ecuaciones, y
entonces el frame (5.4) no sera´ una solucio´n de vac´ıo de la misma.
Para analizar la regio´n interior, recordemos que la solucio´n de Gott corresponde
a un espacio-tiempo cuyo contenido material esta´ descripto por el tensor energ´ıa mo-
mento T µν = diag(ε, 0, 0,−ε), con ε = 1/8piρ20, siendo ρ0 el radio del casquete esfe´rico
representativo de las secciones t, z constantes (notemos que las coordenadas interio-
res son (t, ρ, φ, z)). Para ilustrar una vez ma´s la importancia del grupo remanente,






























e3 = dz, (5.6)
con M , R y J constantes. Aqu´ı M es representativa de la masa de la cuerda, R del
valor de la coordenada radial en el evento de juntura, y J del momento angular de la
cuerda. Te´tradas del estilo (5.6) fueron utilizadas en teor´ıas de gravedad con estructura
teleparalela ma´s generales que las f(T ), como la llamada gravedad determinantal de
Born-Infeld [25]. La relevancia de este frame, es que constituye un boost de un frame
diagonal que, normalmente, no es solucio´n de las ecuaciones deformadas en teor´ıas
generales. Debido a la simplicidad de las soluciones en consideracio´n, es decir, a la
vastedad de su grupo remanente, y a la particular estructura de las teor´ıas f(T ), ambos
frames sera´n soluciones de las ecuaciones de movimiento. Este hecho no trivial, sin
embargo, nos permitira´ elegir transformaciones del grupo remanente para sobrellevar
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una juntura exitosa de soluciones. En lo que sigue, nos explayaremos en estas cuestiones.










f(T ) = 0, (5.7)
siendo todas las dema´s ide´nticamente satisfechas. Aqu´ı, las constantes M y J han
desaparecido por completo, pues eran constantes de integracio´n. A pesar de la aparente
restriccio´n en la funcio´n f(T ), las ecuaciones se satisfacen automa´ticamente puesto
que, de nuevo, T = 0 para el frame (5.6). Dado que nos estamos concentrando en
deformaciones suaves de RG en torno a T = 0, tenemos f(0) = 0 y f(0)′ = 1, y el
sistema es consistente.
Au´n teniendo soluciones consistentes en las teor´ıas f(T ) para las regiones exterior
e interior, ecs. (5.4) y (5.6) respectivamente, no esta´ claro que puedan empalmarse
adecuadamente. De hecho, es fa´cil ver que no hay continuidad en el campo de te´tradas
sobre la hipersuperficie de juntura. Como se indico´ en (2.4), e´sta corresponde a evaluar
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e3 = dz, (5.8)
y para el exterior,
e0 = dt,
e2 = R sin θMdφ,
e3 = dz. (5.9)
Es claro que los campos no son continuos sobre la hipersuperficie, excepto cuando
J = 0. Esta imposicio´n resulta justificada en el caso en cuestio´n, puesto que J se revela
como una constante de integracio´n que no codifica ningu´n grado de libertad adicional
en la teor´ıa. Sin embargo, en esquemas ma´s generales [25], J es representativa de la
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dina´mica de grados de libertad extra provenientes de la ruptura de la invariancia local
de Lorentz. Es por eso que, a pesar de que al nivel de las teor´ıas f(T ) la eleccio´n J = 0
no conlleva ninguna pe´rdida de generalidad, resulta importante entender de que´ forma
proceder´ıamos en una teor´ıa ma´s general, en donde J no pueda ser anulado sin perder
informacio´n relevante.
En un contexto ma´s general en el que J 6= 0, deber´ıamos encontrar una transfor-
macio´n del grupo remanente asociado al espacio descripto por (5.6), de forma tal de
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. (5.10)
Entonces podemos asegurar que la contraccio´n ea = Λaa ′e
















Si Λaa ′(ρ) fuese un elemento del grupo remanente, entonces su inversa Λ
a ′
a (ρ) tambie´n
lo sera´, y podr´ıamos concluir que el frame diagonal (5.11) se obtiene a partir del frame
solucio´n (5.6), v´ıa una transformacio´n del grupo remanente, y entonces constituye una
solucio´n tan l´ıcita como la original. La importancia radica en que ahora la estructura
diagonal de (5.11) permite resolver el problema de juntura. En efecto, sobre la superficie
de juntura obtenemos ahora que, para ambos frames (5.4) y (5.11), se tiene
e0 = dt
e2 = R sin θMdφ,
e3 = dz, (5.12)
y el problema esta´ resuelto. Adicionalmente, el empalme de te´tradas se realiza en
forma suave, como cab´ıamos esperar del hecho de que no existe distribucio´n de materia
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localizada sobre la hipersuperficie de juntura. Concretamente, tenemos




|Σ = cos θM en el interior (5.13)
d(r cos θM)
dr
= cos θM en el exterior. (5.14)
La transformacio´n (5.10) (en realidad su inversa), juega un rol crucial en el empalme.
Esta transformacio´n es simplemente un boost en el plano t − φ, esto es, tangente a
los c´ırculos ρ = constante, con velocidad V = J/(2M2ρ). Para mostrar que dicha
transformacio´n esta´ en el grupo remanente, basta con mostrar que el frame (5.11)
conduce a un invariante de Weitzenbo¨ck nulo, o, equivalentemente, que satisface las
ecuaciones de movimiento para el contenido de materia propio de la cuerda. Esto resulta
directo. Ma´s au´n, la caracterizacio´n del grupo remanente siguiendo las l´ıneas de la
seccio´n (4.3) es tambie´n inmediata. Esto se sigue, debido a que el frame (5.11) es un
4-TAC. En efecto, las siguientes a´reas son cerradas:
e0
′ ∧ e1 ′ , e0 ′ ∧ e3 ′ , e1 ′ ∧ e2 ′ , e1 ′ ∧ e3 ′ . (5.15)
En particular, ya que d(e1
′ ∧ e3 ′) = 0, entonces disponemos de generadores libres
σ02, es decir, boosts en el plano t − φ. Es por eso que los frames (5.6) y (5.11) se
encuentran en pie de igualdad a la hora de describir el espacio-tiempo interior de
Gott. Sin embargo, en lo que respecta al problema de juntura, es (5.11) quien resulta
adecuado.
5.4. Un frame estelar
El problema original que inspiro´ este trabajo fue la juntura del frame de una estrella
con el frame de Schwarzschild en el contexto de teor´ıas teleparalelas f(T ). En este
apartado nos dedicaremos a delinear los pasos dados en la obtencio´n de un frame
estelar, primera etapa en la construccio´n de una solucio´n global en la teor´ıa. La te´cnica
utilizada esta´ inspirada en la seccio´n (4.2.2), dado que la solucio´n de Schwarzschild
y la estrella poseen la misma simetr´ıa. Sin embargo, el empalme no es directo. As´ı,
queda pendiente el estudio del grupo remanente Schwarzschild para, finalmente, luego
de aplicar una transformacio´n de Lorentz apropiada del grupo remanente, concretar la
juntura.
La correcta descripcio´n de un modelo estelar consiste en determinar su densidad
ρ(r) y presio´n P (r) en cada punto r de la misma. Los modelos estelares ma´s recientes
modelan estas cantidades considerando la presio´n cua´ntica de los electrones y neutro-
nes, perturbaciones anisotro´picas, momento angular e interacciones electromagne´ticas.
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Aqu´ı buscaremos resolver el modelo estelar ma´s sencillo tal que su resultado pueda ser
expresado anal´ıticamente.
En primer lugar, asumimos que el cuerpo posee una distribucio´n de materia con
simetr´ıa esfe´rica, tal que todas las funciones que rijan la dina´mica so´lo dependan de la
distancia a su centro. Luego, por simplicidad, diremos que la densidad ρ es constante
1, este modelo estelar es conocido como solucio´n interior de Schwarchild. Partiendo de
estas suposiciones uno puede construir ma´s de una solucio´n para la me´trica dentro de la
estrella, dependiendo del tensor energ´ıa-impulso que se considere. Para un tratamiento
completo del tema, puede consultarse la Ref. [26] .
En Relatividad General, la me´trica esfe´ricamente sime´trica solucio´n de las ecua-
ciones de Einstein con una distribucio´n de energ´ıa-impulso T νµ = diag(ρ0,−p,−p,−p)
es
ds2 = F (r)2dt2 −G(r)2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (5.16)
donde





















siendo r0 el radio estelar y R2 = 38piρ0 .
Con la intencio´n de obtener un frame solucio´n de las f(T )’s, comenzamos con un
frame ingenuo
e0 = F (r) dt
e1 = G(r) dr
e2 = r d
e3 = r sin θ dφ.
(5.18)
El escalar de Weitzenbo¨ck resultante para este frame es
T =
−6r4 + 8r2 (1− a2 + aR2
√
1− r2R2 ) + 2 (−1 + 4a2)R4
r4R2 + (−1 + 4a2) r2R4 , (5.19)





Habiendo obtenido el escalar T procedemos a ver la consistencia de las ecuaciones
de movimiento. Para esto, so´lo nos interesa una de ellas, a saber
−2fTT cot θ
[
r2G(r)F ′(r)2 + F (r)2 (G(r) + rG′(r)) +
+rF (r)
(
2rF ′(r)G′(r) +G(r) (F ′(r)− rF ′′(r)) )] = 0. (5.20)
1Aunque aparente ser una simplificacio´n muy fuerte, resulta ser una buena aproximacio´n para el
estudio de enanas blancas, ver [24.6] en [27].
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Esta ecuacio´n nos impone una condicio´n para la teor´ıa f , es decir que solo sera´
valida para una teor´ıa en donde su lagrangiano sea lineal en T , puesto que es fa´cil
constatar que la expresio´n entre corchetes es no nula para las funciones definidas en
(5.17). En consecuencia, el frame ingenuo propuesto no es solucio´n para las teor´ıas
f(T ) en general, pero s´ı lo sera´ para el ETRG.
Para poder construir un frame que de´ lugar a ecuaciones de movimiento consistentes
para f 6= T , partimos de la siguiente idea: el frame buscado debe cumplir que en el l´ımite
de largas distancias y densidad nula, de´ lugar a una geometr´ıa asinto´ticamente plana.
Sin embargo, en ese l´ımite el frame radial no resulta correcto para la paralelizacio´n
de Minkowski, dado que e´ste posee la topolog´ıa de R4. As´ı, para poder avanzar en la
bu´squeda del frame estelar, nos es conveniente describir la geometr´ıa en coordenadas
isotro´picas. Luego, el frame as´ı escrito lograra´ exitosamente paralelizar Minkowski en
ese l´ımite. Procedamos entonces a escribir la me´trica en esas coordenadas,
ds2 = A(ρ)dt2 −B(ρ)2(dx2 + dy2 + dz2), (5.21)
donde ρ =
√





















El frame isotro´pico ma´s inmediato de la me´trica anterior es
et = A(ρ) dt,
ex = B(ρ) dx,
ey = B(ρ) dy,
ez = B(ρ) dz.
(5.23)
Nuevamente calculamos el escalar T , que resulta
T =
(−1 + ρ2)(1− 10ρ2 + ρ4 + 2a(−1 + ρ4))
2ρ2(−1 + ρ2 + 2a(1 + ρ2))R2 , (5.24)





En este caso el T se anula completamente al evaluarlo fuera de la estrella. Eso se
debe a que el escalar resulta proporcional a 1R2 =
8pi ρ0
3
, y la regio´n exterior carece de
densidad de energ´ıa. Aun as´ı, este no sera´ el frame correcto dado que falla en ser solucio´n
de las teor´ıas f(T ) por manifestar inconsistencias en las ecuaciones de movimiento (las
cuales no se presentan en el texto por la extensio´n de las mismas). En esta instancia
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para encontrar un frame solucio´n de las teor´ıas f(T ), utilizaremos una propiedad de
las ecuaciones de campo para funciones f que deforman en el re´gimen ultravioleta.
Las ecuaciones de campo son








a ∂µT fTT +
1
4
e νa f = 4piG T νa . (5.25)
Si f es tal que deforma RG en el re´gimen ultravioleta y el escalar T es ide´nticamente
nulo, entonces se cumple que:
f(0) = 0, y f ′(0) = 1. (5.26)
De esta forma, las ecuaciones de campo resultan






µλ = 4piG T νa . (5.27)
En resumen, un campo de te´tradas eaµ que resulte en un escalar T = 0 sera´ solucio´n
de las f(T )’s ultravioletas, si la me´trica asociada a las te´tradas es solucio´n de RG con
ese tensor T µν .
Haciendo uso de este resultado procedemos entonces a realizar un boost al frame
isotro´pico para que el escalar de Weitzenbo¨ck T se anule. El boost a realizar, dada la
simetr´ıa del escalar, es en la direccio´n radial. Reescribimos entonces la base cartesiana
en esfe´ricas como
ex = c(φ)s(θ)eρ + c(φ)c(θ)eθ − s(φ)eφ
ey = s(φ)s(θ)eρ + s(φ)c(θ)eθ + c(φ)eφ
ez = c(θ)eρ − s(θ)eθ,
(5.28)
donde c ≡ cos, s ≡ sin, eρ = B(ρ) dρ, eθ = B(ρ)ρ dθ y eφ = B(ρ)ρ sin θ dφ.
Realizamos ahora el boost radial, que consiste en
et′ = cosh(b(ρ))et + sinh(b(ρ))eρ
eρ′ = sinh(b(ρ))et + cosh(b(ρ))eρ,
(5.29)
donde el para´metro del boost b(ρ) sera´ tal que el escalar T se anule.
As´ı el frame boosteado resulta:





+ c(φ)c(θ)eθ − s(φ)eφ




+ s(φ)c(θ)eθ + c(φ)eφ
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(− 1 + ρ2 + 2a(1 + ρ2)R2 ×
× (−1 + 5ρ2 − 5ρ4 + ρ6 + 2a(1 + ρ2)(1 + ρ4) +
+ (1 + ρ2)
(
1− 6ρ2 + ρ4 + 2a(−1 + ρ4)) cosh(b(ρ)) −





Igualando la expresio´n a cero, obtenemos esencialmente una ecuacio´n diferencial
para cosh(b(ρ)), lla´mese C(ρ), cuya solucio´n es:
C(ρ) =
ρ(−2 + a− (2 + a)ρ4) + 3a(1 + ρ2)3 arctan(ρ)− 2(1 + ρ2)3 k
2ρ(1 + ρ2) (−1 + ρ2 + 2a(1 + ρ2)) (5.32)
donde k es una constante de integracio´n.
El frame estelar resulta entonces
et′ = C(ρ) et +
√
1 + C(ρ)2 eρ
ex′ = c(φ)s(θ)
(√
1 + C(ρ)2 et + C(ρ) eρ
)
+ c(φ)c(θ)eθ − s(φ)eφ
ey ′ = s(φ)s(θ)
(√
1 + C(ρ)2 et + C(ρ) eρ
)
+ s(φ)c(θ)eθ + c(φ)eφ
ez ′ = c(θ)
(√




En conclusio´n, hemos encontrado un frame estelar solucio´n de las teor´ıas f(T )
ultravioletas. La juntura de soluciones del frame estelar y el frame de Schwarzschild, a
pesar de tener la misma simetr´ıa, no es nada trivial. Hara´ falta un estudio extensivo de
su grupo remanente para poder finalmente construir una solucio´n global del espacio-
tiempo.
Conclusiones
En este trabajo se estudio´ la problema´tica de la juntura de soluciones en teor´ıas de
gravedad modificada con estructura teleparalela f(T ). En la primera parte del trabajo
se hizo una breve resen˜a sobre Relatividad General y se desarrollaron las herramientas
para formular las condiciones de juntura de Israel. En ellas los protagonistas son la
1era y 2da forma fundamental de la hipersuperficie Σ, que divide al espacio-tiempo en
cuestio´n. Para dejar en claro co´mo hacer uso de estas condiciones se presentaron dos
ejemplos. En primer lugar se realizo´ la juntura del espacio-tiempo formado por una
cuerda co´smica y luego, se resolvio´ el empalme dina´mico de un colapso gravitatorio
en 2 + 1 dimensiones espacio-temporales. Luego se procedio´ a describir el equivalente
teleparalelo de Relatividad General con la motivacio´n de explorar una nueva teor´ıa de
gravedad. Las deformaciones de la teor´ıa de gravedad teleparalela se destacan en que
las ecuaciones de movimiento son de segundo orden en derivadas de sus campos, las
te´tradas. Y tambie´n, permiten modificar soluciones para las cuales la traza del tensor
energ´ıa-momento es nula, lo cual no ocurre en otras deformaciones, como en las teor´ıas
f(R).
Durante el trabajo se hizo incapie´ en las simetr´ıas ante transformaciones de Lorentz
en RG, ETRG y las teor´ıas modificadas f(T ), aspecto fundamental para atacar la
problema´tica de juntura en el formalismo teleparalelo. En el caso de RG, al ser el
ente dina´mico la me´trica, la teor´ıa es completamente invariante ante transformaciones
locales de Lorentz. En el espacio de Weitzenbo¨ck las transformaciones globales son
una clara simetr´ıa de la teor´ıa, sin embargo las autoparalelas de este espacio esta´n
condicionadas a la orientacio´n de los campos. La consecuencia inevitable de esto, es
la pe´rdida de la simetr´ıa local de Lorentz en las te´tradas. Luego, se observa que en la
accio´n del ETRG el escalar T resulta invariante ante estas transformaciones a menos de
una derivada total. Finalmente, al realizar una deformacio´n de la teor´ıa del tipo f(T )
es notable co´mo esa derivada participa en la dina´mica de los campos rompiendo la
simetr´ıa local. Es as´ı como nace lo que se conoce como grupo remanente, un subgrupo
de transformaciones locales que dejan invariante a las ecuaciones de movimiento para
una dada geometr´ıa.
Con el propo´sito de exponer que´ implica la perdida de simetr´ıa local, se mostraron
ejemplos de te´tradas no triviales soluciones de las f(T ) junto a los pasos realizados
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para su obtencio´n. Las soluciones desarrolladas fueron la de un Universo cerrado tipo
FRW, y la correspondiente al espacio-tiempo de Schwarzschild.
Una vez conocidas las soluciones en cada regio´n de un espacio-tiempo, para poder
concretar la juntura en teor´ıas f(T ), es necesario saber co´mo caracterizar el grupo
remanente de los espacios en consideracio´n. Se definio´ la clasificacio´n de las te´tradas de
acuerdo a la cantidad de a´reas cerradas que ellas involucran (n-TACs), y se describio´
el tipo de grupo remanente que ellas conllevan.
El aporte concreto del presente trabajo, fue explicar co´mo encarar el proceso de
empalme en estas teor´ıas de gravedad modificada. Ello se muestra en los dos ejemplos
del u´ltimo cap´ıtulo, el primer caso es el empalme de distintos frames solucio´n del espacio
de Minkowski y el segundo consistio´ en la juntura de una cuerda co´smica. Por u´ltimo
se presenta la obtencio´n de un frame estelar que, junto al frame de Schwarzschild,
describira´n el espacio-tiempo generado por una estrella de densidad constante. Es parte
de futuros desarrollos estudiar el grupo remanente de Schwarzschild para concretar
exitosamente el empalme.
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